Departament de Matemàtiques

IES – JMª Quadrado – Ciutadella


II.  Àlgebra.

Introducció.
Parlem primer dels objectius del bloc Temàtic per després fer un petit esquema de continguts de cada unitat temàtica. 

Tots els procediments i conceptes es van adquirint a partir de la resolució d’activitats diverses per després fer-ne un resum dels resultats més importants de la unitat.

Aquest material està pensat per tal que cada docent insisteixi en aquells aspectes que consideri més necessaris i en canvi hi dediqui menys temps aquells que consideri no tan rellevants pels alumnes.

Conceptes

1. Polinomis.

2. Equacions polinòmiques, racionals i irracionals. Sistemes d’equacions lineals i no lineals.

3. Inequacions i sistemes d’inequacions amb una i dues incògnites.
4. Estudi de funcions. Domini i tendència, algunes funcions elementals.
5. La funció exponencial i logarítmica.

6. Algunes aplicacions. 
Procediments

1. Operacions amb polinomis. Binomi de Newton. Regla de Ruffini. Factorització de polinomis.

2. Resolució gràfica i algebraica d’equacions lineals i quadràtiques. Resolució algebraica d’equacions polinòmiques de grau superior mitjançant la regla de Ruffini. Resolució d’equacions racionals i irracionals senzilles.

3. Resolució gràfica i algebraica de sistemes d’equacions lineals en dues incògnites. Resolució de sistemes d’equacions lineals en tres incògnites mitjançant el mètode de Gauss.  Resolució de sistemes d’equacions de segon grau.

4. Plantejament i resolució de problemes mitjançant equacions i sistemes.

5. Resolució d’inequacions i de sistemes d’inequacions lineals en una i dues incògnites. Plantejament i resolució de problemes mitjançant inequacions i sistemes d’inequacions.

6. Definició, taula de valors, gràfica i expressió algebraica d’una funció.

7. Representació gràfica de funcions elementals. 

8. Observació del creixement, màxims i mínims d’una gràfica.

9. Reconeixement de la continuïtat o discontinuïtat d’una funció.

10. Estudi de branques infinites o assímptotes.

11. Algunes funcions exponencials i logarítmiques.

1. Els polinomis.

Segurament són les expressions algebraiques més senzilles i les més estudiades donat que apareixen a un munt de situacions on és necessari fer-ne un plantejament algebraic.
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Exemple

Si cerquem dos nombres enters consecutius  n, n+1 que multiplicats donin 1056,  això ens porta a plantejar el que en diem una equació 
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La part esquerra d’aquesta equació és ja un polinomi  n2 + n

Aquestes expressions tenen interès pel fet que apareixen a un munt de situacions pràctiques i el fet d’emprar-los permet sistematitzar una mica el camí per arribar a una solució del problema.

Múltiples i divisors
Segurament ja sabràs que la majoria de nombres enters són compostos, per exemple el nombre  28 = 22·7
Doncs, la majoria de polinomis també, donat un polinomi qualsevol, per exemple :

x2 -3x +2  ,  moltes vegades és possible trobar divisors ( més senzills )

Observa :

( x - 1 )·( x - 2 ) =  x2 -3x +2  
El procés de factorització ( trobar els seus divisors ) d’un polinomi, de vegades no és senzill, i nosaltres només ho provarem en els casos en que es puguin trobar divisors del tipus  
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  on  a  sigui un nombre enter.

Activitat 1

Intenta factoritzar els polinomis :
1) x2 -6x + 8

2) x2 +7x - 8

Regla de Ruffini.

Aquest senyor ens dóna una regla pràctica per saber si un polinomi te factors primers senzills i ens permet trobar-los
Exemple:

Suposem que volem estudiar els divisors de x3 - 4x2 +x +6  del tipus ( x – a ) comentats abans :

Fiquem només els coeficients del polinomi ordenats per grau en fila:
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Provem només valors de a que siguin divisors del terme independent del polinomi, en aquest cas :  2, 3, ó  1  i els seus simètrics.
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1      - 4         1        6 

 2                2        -4       -6


Voilà, ja en tenim un ... !!
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1      -2         -3        0
Observem també que hem trobat el que s’anomena una arrel del polinomi, ja que en substituir la variable x per x= 2, llavors :
x3 - 4x2 +x +6   = 23 – 4·22 +2 +6  =  8 – 4·(4) + 2 + 6 =  0   Anul·la el polinomi !!

Activitat 2
Intenta trobar els zeros dels polinomis proposats baix :

1) x4-4x3 + 7x2 -12x + 12

2) x4+x3 -27x2 - 25x +50

3) x6  3x5  3x4  5x3 + 2x2 + 8x
4) x4 + 4x3 + 8x2 + 7x + 4

[image: image3.jpg]



Activitat 3
Avui dia hi ha programes informàtics de càlcul numèric i algebraic que simplifiquen molt la feina.

Demana al teu professor almenys un parell de sessions amb l’Aula de portàtils del centre com s’empra la opció  Factor  del programa Derive per Windos per trobar els zeros dels polinomis anteriors.
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Polinomis primers.

Així com hi ha nombres que no tenen una descomposició factorial, això també passa amb molts polinomis. Serà impossible trobar arrels del polinomi, senzillament perquè no en te.
Exemple:  x2 + 5x + 7  és primer ( o irreductible ) 

Fixa’t en l’exemple anterior i observa que és el mateix que dir que l’equació  

x2 + 5x + 7  =  0   no te solucions reals.

Els polinomis irreductibles juguen el mateix paper que els nombres primers en la descomposició factorial.

Fixa’t que    378  =  2·33 ·7

"Observa ara el polinomi :"   x3  - 7·x2  + 8·x - 2

"Te una descomposició factorial de 3 factors també ?"

(x - 1)2 ·(x  - 6·x + 2) =  (x - 1)·( x + √7 - 3)·( x - √7 - 3)

Fraccions algebraiques.

Segurament recordes que les fraccions numèriques ( nombres racionals ) de vegades admeten simplificacions, dit d’una altra manera :
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De vegades també ens interessa escriure  
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Ara imagina’t que el numerador i denominador són polinomis. Per exemple, 
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És evident que no sembla ara tan fàcil  escriure una expressió equivalent més senzilla,  però moltes vegades es possible.
A la pràctica, es suficient que hi hagi “factors comuns” al numerador i denominador, com és el cas de l’exemple.

Llavors podem dir que  
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  ( són equivalents )

© Derive ens simplifica la feina: 
[image: image11.jpg]2
211 (3% + 1) (x = 2) =3x - 5x -2

3x v 1 1
22—~ -
@ox + 1) (x - 2) x-2





Activitats

· Prova de fer amb el programa Derive els exercicis proposats a la pàg. 80 del llibre de Matemàtiques d’Anaya.
· Factoritza els polinomis proposats :

a) x2-3x-4
b) 3x2-5x+7
 c) x3-2x2+x

d) x3-3x2+2x
e) x4-8x3+18x2-11x  
f) x3-7x2+3x

· Esbrina si el polinomi  Q(x) = 6x4 + 7x3 + 6x2  - 1  és divisible entre
( x – 1/3 )

Resolució de problemes.

Vegem uns exemples on el plantejament algebraic de la situació ens permet arribar a una solució numèrica ( si en te de solucions )
Naturalment, a vegades cal recordar alguns procediments que hem vist en aquesta unitat didàctica.

1. Resulta que l’invers d’un producte d’enters consecutius com 3 i 4 coincideix amb la resta dels seus inversos  
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És això cert sempre ( per qualsevol parella d’enters consecutius ) ?

Podries donar-ne una demostració ?

2. Prova de sumar dos imparells consecutius :

3 + 5 = 8

7 + 9  = 16   .... 

Podries demostrar que el resultat sempre és  
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 3. Agafa un valor enter senar qualsevol  ( n = 5 per exemple ) i els substitueixes a les expressions de baix:
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Comprova que són els costats d’un triangle rectangle.

Passarà el mateix per qualsevol valor senar de n  ?

Activitats

· Prova de fer els exercicis 20, 22, 26 i 27  proposats a la pàg. 86 del llibre de Matemàtiques d’Anaya.

· L’exercici 38 del mateix llibre.

Equacions.

Els algebristes italians del segle XVI van posar especial interès en la resolució d’equacions. Entre ells destacaren Scipione, Tartaglia i Cardano ( que fou un dels primers que ens deixa la fórmula de baix que resol equacions de 2n grau )
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Recordem que la fórmula només ens dóna solucions reals quan
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 >  0   i per tant, es pot fer l’arrel quadrada.

Nota:

De  tota manera hi ha molts més tipus d’equacions que les polinòmiques, com les exponencials, logarítmiques, trigonomètriques, ... que naturalment requereixen altres tècniques que la simple aplicació d’una fórmula que ens dóna les solucions reals de l’equació.

Activitats.

· Vegem amb el programa Derive la gràfica dels polinomis de la pàgina 91 del llibre Anaya, on els punts de tall amb l’eix OX són les solucions de l’equació corresponent que en resulta d’igualar el polinomi a zero.

· Intenta primer resoldre les incompletes de la pàgina 92 i després la gràfica amb el programa Derive per comprovar les solucions obtingudes.

· Les equacions polinòmiques de grau 4 que només tenen termes de grau parell es resolen amb el canvi de variable y = x2  Intenta tu mateix alguna de la pàgina 93 del mateix llibre Anaya.
Sistemes d’equacions.
Moltes vegades el plantejament algebraic d’un problema requereix escriure 2 o més equacions que depenen de 2 o més variables.

Així per exemple :
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és ara un sistema d’equacions amb 2 variables, que normalment es podrà resoldre per substitució de variable.

Una alternativa vàlida pot ser també la representació gràfica de les equacions. Donat que la majoria d’equacions polinòmiques amb 2 variables són una corba del pla. Trobar gràficament amb un programa d’ordinador el tall d’aquestes corbes és relativament senzill.

Activitats.

· Comprova els exercicis resolts de la pàg. 95 del llibre Anaya. Resol algun dels sistemes plantejats per substitució de variable i observa que la solució obtinguda correspon al punt d’intersecció de les gràfiques del dibuix corresponent.

· Fes el dibuix a ma o amb el programa Derive dels exercicis proposats a la mateixa pàgina del llibre.
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· Fes també els sistemes d’equacions proposats a la pàg. 97 del mateix llibre.
El programa Derive ens resol l’equació resultant amb una variable després de fer la substitució.
Les inequacions.
Els procediments que hem vist als apartats anteriors ens serveixen aquí també per resoldre les situacions que es plantegen a continuació. Hi ha però una petita diferència : la solució és ara un interval de la recta o be una regió del pla ( en els sistemes d’inequacions) que te per fronteres una recta, una paràbola, ... o altres corbes planes.

Moltes vegades n’hi ha prou en fer un dibuix de la regió plana solució del problema que es planteja.

Observeu els exemples de les pàg. 98, 99 .. 101 del llibre Anaya.
Activitats.

· Resol almenys 3 apartats dels exercicis sobre equacions 3, 5, 10 i 14 de la pàg. 106 del llibre de Matemàtiques Anaya. 
· Fes els exercicis 25, 28 i 34 sobre sistemes d’equacions de la pàg. 108 del mateix llibre Anaya.

Estudi de funcions.

La variació de la temperatura al llarg de les hores del dia, el volum d’una esfera segons el radi que agafem, la variació del IPC al llarg dels mesos de l’any... són diferents exemples de funcions.

Podríem dir que una funció ( Una relació numèrica entre 2 variables ) pot venir donada de diferents maneres:

· Un enunciat que descriu com es relacionen les variables. 

Exemples:

a) La pressió ( en atm.) augmenta dins l’aigua a mesura que ens anem endinsant de manera proporcional  a la profunditat en que es trobem (en m.)

b) El recorregut d’un tren a velocitat constant i el temps que porta en marxa.

c) La quantitat de metzina consumida per un cotxe i els Km. que recorre.

· Una gràfica o be una taula de valors on apareix clarament una variable sobre l’eix OX i l’altra sobre l’eix OY, juntament amb diferents valors (o punts de la gràfica).
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· Una expressió aritmètica que relaciona clarament les dues variables. 

Exemples:

a) y = 3·x + 2

b) 
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c) 
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De vegades, les variables són proporcionals i és possible aplicar la coneguda “regla de tres” per trobar el valor d’una variable conegut el valor de l’altra.

Activitats.

· Relaciona cadascun dels gràfics amb les expressions algebraiques corresponents de la pàg. 118 del llibre Anaya.

· Recorda el concepte de domini d’una funció i fes les activitats de la pàg. 121 del mateix llibre.

· Fixat que el model y = 3x + 2 tindrà una gràfica que és una recta que passa pel punt ( 0, 2 ) Fes una petita taula de valors i representa sobre un sistema de coordenades el gràfic corresponent.

Funcions Lineals.

És segurament el tipus de funció més senzill. La seva gràfica a tots els exemples que veurem a continuació és sempre una recta.

Def.

Dues magnituds són proporcionals quan els valors d'una s'obtenen a partir dels corresponents valors de l'altra multiplicant per un coeficient ( denominat constant de proporcionalitat ).

La funció que relaciona dues magnituds proporcionals es representa gràficament per una recta que passa per l'origen de coordenades.

La funció y = mx

Observa els exemples de la pàgina 122 i dibuixa les rectes proposades a la mateixa pàgina.  Podríem dir que tenim dos tipus de rectes, unes amb pendent + i les altres amb pendent - ( negativa ).
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Per representar la gràfica d'una funció d'aquest tipus n'hi haurà prou en fer una petita taula de valors que calculi dos punts correctes de la recta.
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Observa també que el pendent de la recta ( valor numèric que ens dona una idea de la inclinació que te la recta ) coincideix sempre amb el valor de m quan tenim l'altra variable aïllada, es a dir, el coeficient que multiplica a la variable independent x.

Hi ha moltes altres situacions on la recta no passa per l'origen de coordenades (0,0), en aquests casos les variables no són directament proporcionals.

L'equació 
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  és explícita, la constant 
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, ens indica generalment l'altura a l'origen de la recta.

Completa tu mateix els exercicis proposats a la pàgina 123 del llibre, corresponen al model comentat a dalt. El nom de les variables no sempre és 
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 sinó que depèn de les magnituds que representen ( longitud, espai, temps, àrea, …etc. )

Equació punt-pendent.

Hi ha una manera sistemàtica de trobar l'equació d'una recta que passa per un punt donat (x0, y0) i de la que coneixem el seu pendent. Ve donada per la fórmula:
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Aquesta regla ens permet trobar l'equació d’una recta on en coneixem el pendent i un punt qualsevol de la recta.
Vegem la recta d'equació 
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La funció quadràtica.

L'expressió de la funció és un polinomi de 2n grau en la variable x, com l'exemple:
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Aquest tipus de funció te una gràfica parabòlica ( i per tant, simètrica respecte a un eix de simetria ) que depèn, és clar, dels coeficients del polinomi.

Podríem resumir els aspectes bàsics d'aquest tipus de funció així:

La seva expressió ve donada per   y = ax2 +bx + c

La seva gràfica és sempre parabòlica, on els coeficients a, b i c  tenen diferents efectes a la forma i al desplaçament de la gràfica respecte al origen de coordenades.

· x = -b/2a  ens dona sempre la abscissa de l’eix de simetria.

· Els talls amb els eixos es troben fen una de les variables = 0.

· El terme independent c del polinomi sempre desplaça la gràfica cap amunt o cap avall depenent del signe +  o  –  d’aquest coeficient.

Algunes gràfiques exemple:

a) 
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     b) 
[image: image38.wmf]5

6

2

+

-

=

x

x

y

          c) 
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Canvi de variable.

Bàsicament es tracta d’estudiar com varia la gràfica d’una funció quan canviem  y per y ± a on per exemple el paràmetre a és un enter positiu. 
Un estudi semblant es pot fer amb el canvi de x per x ± a i observar el desplaçament de la gràfica cap a la dreta o esquerra al llarg de l’eix OX.

· Una proposta concreta es fer aquest estudi a les paràboles de la pàg. 124 del llibre de Matemàtiques Anaya.

· Vegem algunes dibuixades amb el programa Derive agafant a = 2

· 
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Si ara fem el canvi 
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 i per tant, simplificant 
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· Observa que ara la gràfica  queda desplaçada 2 unitats cap a la dreta al llarg de l’eix OX.
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· De manera semblant el canvi 
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 puja qualsevol gràfica 2 unitats cap amunt respecte a l’eix OY.  Podeu seguir la resta d’exemples dins l’arxiu Funcions Batxiller amb el programa Derive. 
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· Vegem ara un petit estudi complet de la funció quadràtica  
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Podríem dir que la funció creix fins que agafem el valor 
[image: image50.wmf]2

3

 per a x, en canvi quan agafem valors més grans, la funció decreix ( donat que els corresponents valors de y cada volta són més petits ) 
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· Podríem dir també que al valor de x=3/2 hi ha un màxim de la funció. Observa que no hi ha altres valors de x que donin un valor més gran per a y.
De fet de funcions n’hi ha de molts tipus i el seu estudi de vegades depèn de la importància del model ( per exemple si afecta a una gran quantitat de gent, si explica el comportament de coses que considerem fonamentals com per exemple el moviment dels planetes al voltant del Sol, ...)

Activitats.

· Fes les proposades a la pàgina 125 i 126 del llibre Anaya.

· Intenta les gràfiques de la pàg. 127 del mateix llibre. Comprova algun apartat amb el gràfic obtingut amb el programa Derive.
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Funcions radicals.

Reben aquest nom perquè la variable x apareix dins una arrel. Veurem només els casos més senzills de la pàg. 128 del llibre Anaya. El que hem vist a l’apartat anterior del canvi de variable es pot aplicar també en aquest tipus de funcions.

Exemple:
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Pot ser el fet més evident és que la gràfica existeix només als valors de 
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Funcions periòdiques.

Hi ha funcions periòdiques. Vol dir que basta conèixer la seva gràfica parcialment donat que es repeteix indefinidament. Les més conegudes i emprades, les trigonomètriques.

Exemple:

Si mesurem amb una camera fotogràfica d’alta velocitat l’alçada d’un pèndol sense arrossegaments quan oscil·la indefinidament en diferents moments obtindríem una gràfica aproximada a la de baix:


[image: image56.png]Péndol simple

— 10em.






[image: image57.wmf]Pèndol simple

0

2

4

6

8

10

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

Altura en cm.

Intervals  0,2 seg.


Activitats.

· Fes els exercicis 1, 3, i 4 de la pàg. 135 del llibre Anaya.

· Els exercicis 7 i 10 de la mateixa pàgina. Empra el programa Derive per comparar els gràfics de les funcions quadràtiques proposades.

· Fes per acabar els exercicis  22, 23, 26 i 32 del mateix llibre.
· Fixat que el model y = 
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 tindrà una gràfica que està rompuda a tot l’interval [0, 9) donat que els punts que conté no són del domini. Dit d’una altra manera, per aquests punts no tenim valor de y calculable.
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Creixement i decreixement de funcions.

De vegades les funcions presenten trams on la funció creix ( en augmentar la variable x també augmenta la y ) i també trams on la funció decreix ( en augmentar la x la variable y disminueix ).

Observa per exemple la gràfica de pressió atmosfèrica del gràfic de baix. La pressió per exemple augmenta durant els tres primers dies de la quinzena observada.
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Quan en canvi una funció sempre creix o be sempre decreix en diem monòtona. 

( creixent o decreixent ). Un exemple prou clar és la gràfica de pressió submarina de baix:
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Diem també que una funció té un màxim en un punt quan el valor de la variable y és el més gran dels punts que l’envolten.

Diem que té un mínim en un punt quan el valor de la variable y és el més petit dels punts que l’envolten.

Observa alguna gràfica del llibre que té un mínim i veuràs que la funció decreix a l’esquerra d’aquest punt i en canvi creix a la dreta d’aquest punt. 
Observa per exemple,  la gràfica de temperatures de baix: te un parell de mínims relatius bastant marcats al 1r i 2n dia d’observació de la temperatura d’un malalt.
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Activitats.

· Observa tu mateix que les funcions quadràtiques tenen un màxim o un mínim molt clar quan x = 
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 que ens dóna la posició del vèrtex de la paràbola corresponent.

· Observa que les funcions de proporcionalitat inversa en canvi no tenen extrems ja que normalment són monòtones.
Funcions contínues.

La majoria de funcions que observarem són contínues, es a dir la seva gràfica no te ruptures. De fet podem dir també d’una altra manera que les seves gràfiques no presenten “salts”.

Els “salts” que presenten les funcions que no són contínues s’anomenen també discontinuïtats de la funció. Un exemple d’aquest tipus són les funcions radicals que hem vist anteriorment. També són discontinues la majoria de funcions definides a troços ( donat que freqüentment els troços no s’enganxen entre ells ) 
Un exemple molt clar d’aquest darrer fet és l’exercici 2 de la pàg. 129 del llibre de Matemàtiques Anaya.
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Naturalment hi ha també moltes funcions que presenten discontinuïtats, de vegades fins i tot els “salts” són infinits.

Prova tu mateix de fer una gràfica aproximada del model que tens a la taula de valors donada per:

	x
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Activitats.

1. Fes dues pràctiques de la pàg. 225 del llibre.

2. Fes les activitats 7, 11 i 13 de les pàgines 226 i 227 del llibre de Matemàtiques de 3ESO. Observes alguna funció discontínua ?

3. Per acabar, quina és la longitud aproximada del període de la gràfica de la funció trigonomètrica que observes a continuació ?
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Expressió aritmètica.

El cas ideal en matemàtiques és quan tenim l’expressió que ens relaciona les dues variables.

Intenta seguir el següent exemple:

· Agafem un nombre qualsevol x dins l’interval [ 0 ,  10 ]

· Agafem el seu complementari fins a 10, és a dir   10 – x

· Observem ara com varia el producte dels dos nombres :

Producte = 
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· Construeix una taula de valors sencers del model emprant l’expressió anterior. Anomenem y al producte dels dos nombres ( que depèn del primer nombre que agafem  x )
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· Observa ara la gràfica obtinguda. Veus algun màxim a la gràfica ? 

· Observes també que el producte creix a mesura que ens apropem al valor x=5 ?

· La funció té ara una expressió aritmètica que relaciona les variables x i el producte de x amb el seu complementari.

· Si agafem qualsevol altre interval, per exemple [ 0, 20 ], quin seria trobes el producte màxim observat ?

Altres funcions que tenen la seva expressió aritmètica les trobaríem a:

· la que relaciona l’àrea d’un quadrat amb la longitud del seu costat.

· L’àrea d’un cercle en funció de la longitud del seu radi.

· L’àrea d’un triangle equilàter en funció del seu costat.
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Àrea triangle = 
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De fet, aquest darrer model dóna un creixement de l’àrea molt semblant al model de creixement de l’àrea d’un quadrat.
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Les funcions exponencials.

Aquestes descriuen diversos fenòmens de la vida real com el creixement de poblacions, la desintegració radiactiva, l’estudi de la pressió atmosfèrica, el càlcul de l’interès compost i en altres situacions tant de les ciències experimentals com de les socials i humanes.

Intenta comprendre ara dos casos particulars de gràfiques de funcions exponencials i com se’n obtingut els punts de les gràfiques:
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Algunes aplicacions

Veurem a continuació alguns exemples i situacions on les funcions exponencials hi apareixen i ens permeten fer previsions.

a) De forma experimental s’ha comprovat que la pressió atmosfèrica és aproximadament 0,9 vegades la que hi ha a un punt que està 1km. més avall. Les altures es mesuren respecte al nivell del mar.
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Completa la taula de baix

	Km.
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Pressió (atm)
	
	
	
	
	1
	0,9
	
	
	
	
	
	


Troba la fórmula que relaciona la pressió amb l’altura en Km.

Suposant les mateixes condicions atmosfèriques, quina pressió hi hauria a l’Everest  (8.848 m ) 
b) En demografia, apareixen sovint les funcions exponencials.
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La férmula de la funci6 corresponent és f(x) = 3 - 1,02* on x és el temps

mesurat en anys.




En general, l’augment de població s’expressa amb la fórmula :
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 és el % de creixement anual en tant per unitat,  i  
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 és el temps en anys.
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c) En Economia també s’empra sovint ( de fet ja en coneixes exemples emprant l’interès compost ).

Una empresa ha concedit als seus treballadors un augment dels sous del 5% per l’any vinent.

Suposem que el sou actual d’un treballador és de 18.600 Euros/any i que l’augment es manté constant en els propers anys. Completa tu mateix la taula següent :

	Anys
	Sou anual

	0
	18.600 

	1
	18.600 * ( 1+ 0,05 ) = 

	2
	

	3
	

	4
	

	5
	

	6
	


· Troba la fórmula que ens dóna el sou actualitzat en funció del temps que ha passat.

· Quin temps ha de passar per tal que el sou es dupliqui ?

· És el mateix un augment del 12 % anual que un augment mensual del 1,1 % ? Raona la resposta amb algun exemple numèric.

d) Corba logística.
Com ja veus, el model exponencial s’aplica a diverses situacions de creixement demogràfic i de capital. Tot i així, les poblacions d’éssers vius en realitat no tenen el mateix tipus de creixement sempre.

Moltes circumstàncies, per exemple, la intervenció de governs o les condicions extremes de supervivència, limiten aquest creixement i el model, encara que basat en l’exponencial s’ha de rectificar de forma convenient.
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   la gràfica es coneix amb el nom de corba logística.
Les constants k, a, i  b es determinen experimentalment a cada població. Per exemple si valen 10, 4 i 1, la gràfica de la funció és semblant a la de baix :
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Activitat.

El creixement dels metres cúbics de fusta d’un bosc en els últims 5 anys ve donat pel model experimental de baix:
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· Fes una taula de valors anuals pels pròxims 5 anys.

	Anys
	M3 de fusta

	1
	

	2
	

	3
	

	4
	

	5
	


· Empra el programa Geogebra o Derive per veure una gràfica aproximada.

· Quin és el comportament per valors grans de x ? Si continua així, superarà algun cop els 30.000 m3 de fusta ?

Equacions exponencials

Recordem que son aquelles en que la variable apareix com a exponent. Per exemple, 
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Un cas concret on cal resoldre una equació exponencial es quan intentem determinar la variable “temps” que ens fa falta per arribar a un capital col·locat a una entitat bancària a un interès compost.
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Prova tu ara de resoldre les següents :
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 ;  recorda que   3x-1 = 
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Funcions logarítmiques
Seran necessàries quan l’exponent que cerquem no és sencer ja que no serà possible igualar potències de la mateixa base. Per exemple, tornant a l’exemple anterior si ara el membre de la dreta no és potència sencera de 2 :
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El que si sabem és :
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per tant, la solució que cerquem es troba dins l’interval ( 9 ,  10 ) Però cal agafar logaritmes per calcular-la de forma exacte :

log 2x  = log 756   ------(  x · log 2 =  log 756

x ≈ 9’562 ... 

Activitat

Imaginem ara un viatge en globus aerostàtic i que disposem d’un baròmetre que ens dóna la pressió atmosfèrica en tot moment i volem emprar aquest fet com a estratègia per determinar aproximadament l’altura que ens trobem respecte al nivell de la mar.

Recordem que hem comentat a un apartat anterior que el model 
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   on  h està en Km. ens dóna aprox. la pressió atmosfèrica.

· Intenta completar aproximadament la taula:

	Pressió (atm.)
	0,949
	0,9
	0,81
	0,768
	0,729
	
	

	Altura (Km.)
	
	
	
	
	
	
	


Ara cal trobar x a igualtats del tipus  0,949 =  0,9x   i no hi ha altra manera que prendre logaritmes als dos membres.
· Intenta també una senzilla taula amb logaritmes decimals , recorda per exemple que si  :
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	10x
	0,01
	1
	100
	1000
	3.162,277
	6.309,57344
	

	x
	
	
	
	
	
	
	


Recorda que només existeix el logaritme de nombres positius ( ja que aquest venen de fer una potència ) i que en canvi el resultat d’un logaritme serà negatiu en general per nombres prou petits, per exemple :
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· Fent servir la definició de logaritme, calcula ara :

Log 1.000.000 =    
;   log 0,001=  
   ;   log2 8 =

Log2  0,25 = 

;  log3 81 = 
;  
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Gràfiques

En general, si a > 0  definim la funció logarítmica de base a de la següent manera :
f(x) = loga x  ;  si  b és un punt de la gràfica que compleix  b = loga x , es perquè la potència corresponent es compleix:


[image: image101.wmf]x

a

b

=


Fent servir ara la calculadora completa la taula de baix que ens permet observar 2 gràfiques concretes.

	x
	0,2
	0,5
	1
	e
	5
	10
	15

	log x
	
	
	
	
	
	
	

	ln x
	
	
	
	
	
	
	


· Explica el comportament d’aquestes funcions per valors propers a zero.

· Indica els punts de tall amb l’eix OX

· Quin és el domini d’aquestes funcions ?
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Donades les funcions y=2"1 y=27 calcula les imatges de -2, -1, 0, 1 i
2 i fes-ne les grafiques aproximades.

L’any 1990 una ciutat tenia una poblacié de 3 milions d’habitants. Cada
any creix un 2%.

a Esbrina la férmula de la funcié que dona la poblacié segons els anys
que passen.

b Quants anys haurien de passar perque la poblacié es dupliqués?

¢ El temps necessari per duplicarse, depén de la poblacié inicial? De que
depén? Per qué?
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a Sidesprés de 2 anys el premi és de 4.840.000 ptes., quin percentatge ha
augmentat cada any?

b Siel percentatge d’augment fos del 8%, quants anys haurien de passar
per tal que es doblés I'import del premi?
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6 Sabent que log 2 =0,30103 i que log 11 = 1,04139, fes servir les propietats
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7 Resol les equacions seglients:
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