| imites de funciones.

Continuidad y ramas infinitas.

1. Continuidad de funciones.

Una funcién es continua en X = @, si se cumple:

e Existe f(a).
o limy g f(x) = limy o+ f(x) = limy 4~ f(x)

® f(a) =lim,_, f(x)

Las funciones definidas por expresiones analiticas elementales son continuas en todos los puntos
en los que estan definidas. Es decir, no seran continuas en los puntos que no estdn dentro de su

dominio, y en los puntos de empalme de las funciones definidas a trozos.

Dominio de una funcién.

El dominio de una funcién es el conjunto de valores de la variable x para los que existe la
funcién. Las funciones serin continuas en los puntos en los que estén definidas. Se tendra

problemas en los siguientes casos:

e Denominadores: un denominador nunca se puede hacer cero.

. 3x-2
Ejemplo: f(x) = ;_'_1

Habrd problemas cuandox +1 =0 »x=-1 =
Dom f(x) = R—{-1}.
e Raices cuadradas: el radicando no puede ser negativo. Debe mayor o igual que cero.
Ejemplo: f(x) = V4x + 20
Habr4 problemas cuando 4x + 20 <0 - x <5 =
Dom f(x) = R— (—,5) = [5,0).
e Logaritmos: el argumento no se puede anular y ser negativo. Debe ser positivo.
Ejemplo: f(x) = log (2x — 8)
Habra problemas cuando 2x —8 <0 »x <4 =
Dom f(x) = R — (—o0,4] = (4, ).

Ejemplo.

Explica por qué las funciones dadas son discontinuas en el punto cuya abscisa se sefala:

a)f(x)=)::__2 enx =2
=1
b)f(x)=[x—1 SIx¢1enx=1
0 six=1
[x = 2| .
c)f(x)=[x—2 s'x¢2enx=2
0 six=2

a) Porque no existe f(2).
b) Porque no coincide lin? f(x) = 3 con f(1) = 0.

c) Porque no existe IirT; f(x), ya que Iirg flx) = -1y "T f(x) = 1.
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Halla el valor de a para el que la funcion f(x) = [::2-"_22 2: ; i :: sea continua en todos los puntos.

Se debe verificar que el limite de f(x) cuando x tiende a —1 exista, por lo que los limites laterales deben coin-
cidir:
lim flx) = —a + 2]

lim f(x) =a— 2

x—--1°
Por tanto, —a + 2 = a — 2. Resolviendo la ecuacion, se tiene que a = 2.

2x + 2 six= —1

Para a = 2, la funcion queda asi: f(x) = [2x7 2 six> —1

Para a = 2, Iinj1 f(x) = 0, al igual que f(—1), por lo que Iirp1 f(x) = f(—1) y la funcion es continua.

2. Discontinuidad de funciones.

Cuando no se cumplen la tercera de las condiciones anteriores, se dice que la funcion f(x) no es
continua en X = @, o dicho de otra manera, f(x) es discontinua.

3. Tipos de discontinuidad de funciones.
4
e Discontinuidad evitable. xsix<1 ."” b
. f(x)=43six=1 I
a) # lim f(x
f( ) x—>af( ) x six>1 2]
(7 limite (1) =1
T o T T 0 T T ™ T

-4 -2 0 2 4

figura 2 2

Falta ese punto: una discontinuidad de este tipo se puede evitar, si se puede
definir el valor del lim,_,4 f(x) como el valor de f(x) en ese punto, f(a).

Tiene un punto desplazado: es el caso del ejemplo grifico anterior. En este caso

no es una discontinuidad evitable.

e Discontinuidad de salto finito.
3f(a), pero Alim,_,4 f(x),
lim,_ + f(x) # limy_4- f(x)
porqte {;5 lim,_ g+ f(x),0 Alimy g f(x)

. . .. HRE T Tz n o 12 i
Sera el caso de las funciones definidas a trozos. / 4)/
8 10
=5
=5

X
. . . e e discontinua k /0
e Discontinuidad de salto infinito. ) :

Af (a), y existen asintotas verticales.

Este tipo de discontinuidades se da cuando se presentan ramas infinitas en un

X = aoy = b. (ver ejemplo anterior)
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4. Cilculo del limite de una funcién en un punto.

e Qué son y para qué sirven los limites laterales.

X — ¢~ significa que a x se le dan valores cada vez mds préximos a ¢, pero

menores que C.

x — c7 significa que a x se le dan valores cada vez mas préximos a ¢, pero

mayores que C.

lim,_.- f(x) significa estudiar los valores de la funcion (y), para valores de x

que tienden a ¢ por la izquierda.

lim,_, .+ f(x) significa estudiar los valores de la funcion (y), para valores de x

que tienden a ¢ por la derecha.
¢ Limite en un punto en el que la funcién es continua.

En ese caso, sencillamente habra que sustituir la variable por el valor al que

tiende en la expresion de la funcion, ya que se cumple que f(c) = lim,_. f (x).
e Limite de funciones definidas a trozos.

Solo tendremos problemas en los puntos de empalme de definiciones. Habra que
estudiar los limites laterales del punto en cuestion, tomando el valor de f(x) que

corresponda en cada caso.

x+5, six<0

Ejemplo: Sea f(x) = {xz 1 six>0

Calcular el limy_,¢ f(x).
Calculamos los limites laterales. Si tuvieran el mismo valor,
entonces existiria el limite de la funcion en ese punto, y tendria
el valor de esos limites.
(limy 4 f(x) = lim, o+ f(x) = limyq- f(x))
limy_o- f(x) =limy_o-x+5=—-0,001+5=5.
lim, o+ f(x) = lim,_,+x% —1=(0,001)2 —1 = —1.

Como son distintos los limites laterales, no existe el limite de la

funcion en ese punto, y por tanto no sera continua.

Si habiendo coincidido, ademas, el valor del limite es el mismo
que el valor que toma la funcion en ese punto, entonces habria

sido continua en el punto en cuestion.
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Ejemplos.

Calcula, si existen, los siguientes limites.

a) lim f(x) e L
lim para f(x) = -

. X +1 six=2
b) Illggf(x) para f(x) = {3x—1 six>2

c) lim f(x) para f(x) = X+2 six<0
X0 3x -1

six>0
a) No existe lim f(x). Aunque si los Iimites laterales lim f(x) = —1 y lim f(x) = 1
x50 X0 x-0*
b) limf(x) = 5
X2
c) No existe ',i”o‘ f(x). Aunque sf los limites laterales y )I(irp flx) =2y !Lrgl flx) = —1

x+1 six=0
Decide si la funcion f(x) = {x — 1 si0<x=3
2x — 4 si3 <x

es continua en x = 0. ¢Y en x = 3?

Si nos acercamos al cero por la izquierda, el valor de la funcion se aproxima a 1, que es el valor de f en 0. Si
nos aproximamos al cero por la derecha, los valores de la funcién se aproximan a —1; asi pues, la funciéon no es
continua en x = 0.

Tanto si nos acercamos por la izquierda como por la derecha al 3, la funcion se aproxima a 2, que es el valor de
f(3), luego la funcién es continua en x = 3.

Determina cuéanto debe valer a para que la siguiente funcién sea continua en todo R.

X+ a x=1
X2 —a 1<x

f(x) = {

f es continua en R — {1} por tratarse de polinomios. En x = 1 debemos estudiar los limites laterales y deben
coincidir.

Iirp (x“+a)=1+aylirg(x’—a)=1—a.Portanto,1+a=1—a,esdecir,a=0.

X six=2
Considera la funcion f(x) = {2x + 1 si2 <x <4
—-X+ 13 si4 < x

Calcula, si existen, los siguientes numeros: f(2), Ixm21 f(x), f(4), lem f(x), f(5), len; f(x).

f(2) = 4; Llrg f(x) no existe; f(4) no esta definida; Lirr41 f(x) = 9;f(5) =8y Illrr; f(x) = 8.

A partir de la gréafica de f dada en la figura, cal- Y
cula, si existe, lim f(x), lim f(x), lim f(x) y lim f(x). —
x4 X7 X9 x—>12 1
4
!jm f(x) = 2, Ix|rr71 f(x) = 4, Lln;l f(x) y)!iry2 f(x) no exis-
ten, al ser distintos los limites laterales. A
\\,
. 1/
Ji
o 1 1 X
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P(x)
e’
i. Siel denominador no se anula en ese punto (x — c).

e Limite de un cociente de dos polinomios:

Entonces la funcion es continua, y simplemente habrd que sustituir la

variable por el valor al que tiende en la expresion de la funcion.

ii. Siel denominador se anula y el numerador no.
Entonces el resultado es +00, 0 —oo, dependiendo del signo del cociente.

NOTA: Si se tiene factorizado, serda mas facil hacer el calculo.

iii. Si el denominador se anula y el numerador también.
Se descomponen el numerador y el denominador aplicando Ruffini,
para poder simplificar la expresion.
P(x) =~ (x—=c)-P(x) = P(x)
TG0 0 AR

STeS
Ejemplos.

Calcula, operando en las expresiones originales y formando una tabla de valores, los siguientes limites.

2 —

a iy kv o)t (x + 1)

. 3 X+ 1 . XX =3+ 2
b lim Vx — 1 DS+ Nin—=—2
a) 1 c) 2 e) 1
b) 2 d) 1 f) 1
Calcula, haciendo una tabla, los siguientes limites.

x-1 x -1 -3 x—3

X+ 2+ 1 3+ x -1
G I T
a) —4 c) No existe, pues lim X+ 4+ 3 # lim X+ 4x + 3

X3 x—3 x—3* -3
3

b) 0 d 5
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Calcula, operando en las expresiones originales:

a) lim 2 =3¢ c) Ilm—xz_sx+6
= X+ X s X° — 7X + 12
X +x " 1 4x* — x° — 3x
b) lim e d)'li?(x-1‘ x2—3x+2)
2% — x2_. ¥(2x = 3) _
A Sy ~ M S+ O
X +x _ xx+1)  _ 1
D) Im e =M =+ 1) 2
X —-5x+6 _ . (x-2(x-3 _ 1 _ _
M —7x+12 - Ma—on—4 -7
) 1 A —x =3\ _ . X -4 +4x -2 _ -1 _ ;
d) lim (x i x’—3x+2)_|}m G-x-2 -0 > Hacemos, por tanto, los limites laterales.
||m( _4x2 X —3x\_ __
x>t \X — 1 X —3x+ 2
46¢ — x* — 3x\ _
,'E?(x—1‘ —3x+2)‘+°°

Halla los siguientes limites indeterminados.
1_1

) m = ) Im i o) tm 5 o)ty E=2
@ — Tx+ 10 Vs —x-\5s  Vx-3 Vx - 2
Ll e B - F = e BN ey
o) i O 2 — 4

(x—2)(x—-5) 3
b) I 50— 8) = 10
) lim . 2-x  _ 1

72x(2—x)(2+x) 16
d)Iimvs_ —\/g V5—x+\/_ — lim —X 1 =_ﬁ

x=0 X \/5—X+\/_ x-—;ox(‘\/s_x_'_v_) 2‘\/5 10
©) im X(XSJ; . =%

L Wx-3Vxk+3) L x-9 _ 1

= (x— 1) — 9)(Vx+3) = (x—x-9(Vx+3 48
)mh(Gf;kh)=6
h)“m\/)_(—x“.1+\/)_(_\/)_(+x’="m(1+\/’_‘)X(1—X)(X2+X+1)=

-V 1+ Vx Ve+ @ o (Vx + 2)(1 = x)
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5. Comportamiento de la funcién cuando x — oo,
o im0 f(x) = 4o

Cuando la x crece, la y también lo hace.

o im0 f(x) = -

Cuando la x crece, la y decrece (se hace mas negativa).

o limy e f(x)=1
Cuando la x crece, la y se acerca asintoticamente a una asintota horizontal en

y =L

6. Calculo de limites cuando x = +co.
Ver pag. 157 y 158 Anaya.

Ejemplos.

Halla el valor de los limites siguientes.
a) lim X+ x-90 c) Iimz_\/;

X+ X3 -— 3 x-2 2 - X

. \/)_( -1 . X+ 3
o) lm = I Voo

1,19

X 4+4x-9 _ . X X X . 04+0-0 _

am —s—z -m 3 MmTr1-o ~°
X

V=1 V=1 Vx+1 X — 1 1
b) lim = lim . =lm—= %

- X — 1 - X =1 \/)—(_'_1 ""’(X—1)(\,/)_(+1) 2
c) lim 22__\)/(; -2 _0\/5 = o, Hacemos, por tanto, los limites laterales:

X2 2 - X

x—2* 2 - X
d) lim X+ 3 — lim X+ 3 Vx+12+3="m (x+3)(\/x+12+3)=6

x-.—am_s =34x+12 -3 Vx+ 12 +3 =3 X+ 3
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Calcula los siguientes limites en el infinito.

a) lim 1 e) lim (3—L)
xs+e 33X — 1 x+= \ 3X 2x+ 1
b) lim —— X _ f) lim XX -38-1
xov= X0+ X + 1 X+ 2x — 4
. 1 1 . Vax — 2
c) lim ¥#*|{— — g) lim ——
Xz X x+ 1 X+ \/; 5

d) lim 2 h) fim (Vx + 1 - Vx)

= X+ x + 1

a3 -1 3 o3 T+ 1
. 3—x _ - Vx—-3-1 _
b)im 5370 Jim ——a =0
o) lim =% — = 1 Yim Y& =2 _ 5
xﬁ+mx2+x_ gx—.-ﬂ X+5_
2% Wx+1-Vo-(Wx+1+Vx 1

d)lim m——W— =2 h) lim =lim ———==0
).*mx3+x+1 )X-"* Vx + 1 +\/§ o VX+1+\/;

7. Ramas infinitas. Asintotas.
e Asintota vertical. Rama infinita en x = c.
En una funcién existe una asintota vertical en x = ¢ si lim,_,. f(x) = +oo.
P(x)

Ocurre cuando f(x) = T los valores que anulan el denominador.

e Cuando se calcula limy_ f(x) y se dan asintotas horizontales, oblicuas y

ramas parabolicas. (pag. 160 Anaya)

. . pe . ) P(x
e  Obtencion de ramas infinitas (x = ) en funciones racionales ﬁ

i. Grado de P(x) < grado de Q(x).
Existe asintota horizontal en y = 0. (porque su limite cuando x tiende a

infinito es 0).

ii. Grado de P(x) = grado de Q(x).

Existe asintota horizontal en ¥y = [. (siendo [ su limite cuando x tiende a

infinito).
iii. Gradode P(x) — gradode Q(x) =1
Existe asintota oblicua de la forma y = mx + n.

iv. Grado de P(x) — grado de Q(x) = 2.

Existe una rama parabolica, hacia arriba o hacia abajo, segiin sea el valor

del limite 4+00, 0 —o0.
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Ejemplos.

X+ 2 3+ x — 1 ]
Halla todas las asintotas de f(x) = Y — 1 y g(x) = 15 y esboza sus graficas.
Empecemos con f(x). vl
Limites infinitos: asintota vertical x = 1
X+ 2 X+ 2 A\
Im3—1 =+ m =T =" I
Como X+ 2 =x+1)+ L, la funcién tiene una asintota oblicua '
x—1 x—1 0 1 X
de ecuacién y = x + 1. Y
Continuemos con g(x). Y
Limites infinitos: asintota vertical x = 0y x = —5
"m3x2+x—1=_oo ”m3x2+x—1=+m
x-0* x> + bx x-0 X + bx
_____ P EE T B
X +x—1 3+ x—1 —_—
R oy L sy of K
Limites en el infinito: asintota horizontal y = 3
o3+ x—-1 3+ x—-1
X'L’ll X+ 5x 3 x|—|>rI]=> X+ bx 3
Como tiene asintotas horizontales, la funciéon carece de asintotas oblicuas.
Ejercicios del tema.
Célculo de limites cuando x — a: Pag. 152 - 1y 2.
Pag. 170 - 10, 11y 12.
Continuidad de funciones: Pag. 153 - 3.
Pag. 169 - 1,2,3,4,5vy6.
Cilculo de limites cuando x — o: Pag. 157 - 1; 158 - 2y 3.
Pag. 170 - 15, 16; 171 - 19,
Cilculo de ramas: Pag. 158 - 2y 3.
Cilculo de asintotas verticales: Pag. 159 - 1y 2.
Pig. 171 - 23y 24.
Cilculo de ramas infinitas: Pag. 161 -3y 4; 162 - 2; 163 -3y 4.
Ejercicios final del tema: Pag. 169 - 7; 170 -9, 10 - 13 - 14; 171 - 21, 25, 26, 38.
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