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4.1 Definicio i elements d’un vector

Definicié: En general en matematiques un vector és qualsevol element d’'un espai
vectorial (conjunt amb operacio interna i externa) pero en aquest tema considerarem
només un tipus molt concret de vectors, els vectors d'un espai euclidia de dues
dimensions que es poden representar geomeétricament com a segments de recta
dirigits.

Aixi, qualsevol vector vindra determinat per dos punts A i B. Al vector que té origen en
Ai final en B l'escrivim AB. També podem representar un vector sense indicar-ne
l'origen i final: U,V,W....

El modul d’un vector és la distancia que hi ha entre A i B i s’escriu ‘Kﬁ‘ o] HK@H

La direccié d’'un vector és la direccié de la recta en qué es troba el vector i la de totes
les seves paral-leles. Cada direccié admet dos sentits.

Diem que dos vectors son iguals si tenen la mateixa direccid, sentit i modul i per
tant, al operar amb un vector és com fer-ho amb qualsevol dels vectors que sén iguals
a aquest.

Exemple:
Donats els vectors que apareixen a la figura que tens més avall:

a) Troba'n dos d’igual direccio pero sentit contrari.
b) Troba’n dos d’igual modul pero direccié diferent.
c¢) Digues quin és el que té major modul.

d) Dibuixa un vector d’igual direccié que U perd modul doble i sentit contrari.

e) Dibuixa un vector d’igual direccio i sentit que V perdo amb modul la meitat.

4.2 Operacions amb vectors

Entre els vectors també podrem definir les operacions de suma, resta, producte per un
escalar i producte escalar. Vegem com es realitzen aquestes operacions tant
graficament com analiticament.
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Exemple: Donats els vectors: U =(1,3);Vv=(-2,3)w= (07 2; farem les seglents
operacions graficament i analiticament:

ANALITICAMENT GRAFICAMENT

a) 20+vV

O
N
N~
e
I
<

d) 20-=V+W

N
<

Sol: a) (0,9); b) (5/2, -3/2); ¢) (-1,10); d) (3,5/2)
/ Deures: Pag. 175: Ex. 1; Paqg. 182: Ex. 1,2, 3,4,5,6,7i 8.
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4.3 Combinacio lineal de vectors i bases

W... qualsevol expressi6 de la forma
lineal dels vectors

v,

u,

'anomena combinaci

Donat un conjunt de vectors

u, vV, wW...

0

V+CcW+...s

bV

al+

Exemple:

(-2,-5) forma una combinacio lineal dels

W=

(-4.3);

(2,-3); V=

a) Donats els vectors U

tres vectors.

uaiv.

b) Escriu el vector W com a combinacié lineal dels vectors

_ 8_
u+—-v
3

__13
w==—
3

Sol:

c) També ho podem fer graficament. Expressa els vectors a i b com a combinacioé

uiv:

lineal dels vectors

Donat un parell de vectors amb direccions diferents, qualsevol altre vector

es pot posar de forma Unica com a combinacio lineal d’'aquests dos vectors.

Important:

# Deures: Pag. 183: Ex. 12, 13, 14i 15. Pag. 184: Ex. 34

Anomenam base del conjunt de vectors del pla a qualsevol parell de

Definicio:

vectors X,y que no tenguin la mateixa direccié. Aixi, qualsevol vector del pla es podra

posar com a combinacio lineal d’aquest parell de forma Unica.
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Exemple 1: Donats els vectors a=(2,3) i b =(-2,3) explica perqué formen una base del
conjunt de vectors del pla. Escriu el vector (3,5) en aquesta base.

19 1
Sol: (3, 5) = (1—2 ,1—2j
B

Exemple 2: Escriu els vectors seguients en funcio de la base formada pels vectors a i
b:

Sol: G=(1,4); t =(-1,7); Z=(-1,-1); X=(2'5, -5'5); y¥=(0,-4)
Nota: Tot i que alguns dels resultats serien igualment valids, a partir dara

considerarem tot vector expressat en una base ortonormal (dos vectors perpendiculars
i de modul 1)

/ Deures: Pag. 182: Ex. 9; Pag. 183. Ex. 16.

4.4 Producte escalar de dos vectors i les seves apl  icacions

A) Donats dos vectors U i Ven definim el seu producte escalar (un nombre) com:

09 = o] ] ceos{ G V)

Es a dir, a partir de dos vectors obtenim un nombre.
Nota: Si les coordenades dels vectors s6n G=(u,u,); V=(v,V,), llavors es

compleix que:

Ul =u ¥, +u, v,

Exemples:
1) Donats els vectors U=(3,-2), V=(1,2) i W=(-2,5) troba:

a)u-v=
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b) (20)-(-3V)=

c) 2U-(V-3wW)=

Sol: a) -1; b) 6; c) 94

2) Donats els vectors U i V dels qgue només sabem que tenen modul 2 i 3
respectivament i que a més formen un angle de 60 graus. Troba:

a)u-v=

b) U-(U-V)=

Sol:a)3;b) 1
# Deures: Pag. 176: Ex. 1, 2 i 3; Pag. 183: Ex. 18, 19 20.

B) Calcul del modul d’un vector donades les seves ¢ oordenades:
Sigui U=(a,b), llavors tenim que:

|d| =va’ +b?
Exemple: Troba el modul del vector U =(-3,6).

Sol: |U| = 3\/5
Definicid: A un vector de modul 1 se 'anomena unitari.

N

Exemple 1: Comprova que el vector vV = (7 T] €s unitari.

Obtenci6 de vectors unitaris:  Donat un vector qualsevol, U = (ul,uz) és relativament

facil trobar un vector amb la mateixa direccié i sentit que U per0 unitari. Bastara
multiplicar-lo per l'invers del seu modul:

=1
V= |U| (u,u,)
Exemple: Donat el vector U=(-1,2):

a) Comprova que no és unitari.

b) Troba un parell de vectors unitaris amb la mateixa direccié que U

Sol: a) [t] =+/5; b)( 5 Zﬁ}(@ i/_f’]

5 5' 5
£ Deures: Pag. 183: Ex. 21, 22, 23. 24, 25 i 26.
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C) Aplicacions del producte escalar de dos vectors:
El producte escalar de vectors ens servira, basicament, per tres coses :

C.1) Comprovar si dos vectors son perpendiculars (ortogonals):

G0V - G =0

Exemple 1. Comprova si els vectors U=(3,-2) i V=(1,2) sén perpendiculars.

Sol: No ho soén.
Exemple 2: Donat el vector U=(3,-2) troba'n 4 que siguin paral-lels a U i altres 4 que
siguin perpendiculars a U. Mira, també, si (4’5, -3) és paral-lel a U.

Exemple 3: Troba el valor de k de forma que el vector (-3,k) sigui:

- Paral-lel a G=(3,-2):

- Per perpendicular a U:

Sol: a) k=2; b) k=-9/2

C.2) Calcular 'angle que formen dos vectors:

UEVZU1W1+UZEV2=GEV=|U|[|H|m:os(ﬂ7)3 CO%CJ/}/): u v, +u, v,

0]

Exemple 1. Troba I'angle que formen els vectors U=(3,-2) i V=(1,2)

Sol: 97°7°30”
Exemple 2: Donat U=(4,-3) i V=(5,k), troba el valor de k de forma que els dos vectors
formin un angle de 60°.

240- 125/ =
11

Sol: k=
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Exemple 3: Donats dos vectors U i V unitaris que formen un angle de 60°, troba
‘é+6‘ i ‘5—5‘. Pista: Demostra primer que |CJ|2 =G0,

Sol: a) v/3; b) 1

/ Deures: Pag. 178: Ex. 4; Paqg. 184: Ex. 27, 28, 29, 30, 31, 32, 35 (igual que
exemple 3 del punt C.2), 37, 40, 41, 47.

5.1 Punts i vectors en el pla

Nota: Tot i que molts dels conceptes explicats es poden estendre a qualsevol sistema
de referencia, a partir d’ara considerarem un sistema de referéencia amb una base

ortonormal {O, é g}. D’aquesta manera, cada vegada que ens referim al punt A(a,b)

ens referim I'element O+a g +be,

A) Coordenades del vector que uneix dos punts:
Donats A(xy,y1) | B(Xz,y2), tenim que: |AB =B —A=(x, =X, Y, ~ V,)

Exemple: Donats els punts A(2,-3) i B(-5,7), troba:
AB= BA=

Sol: a) (-7,10); b) (7,-10)

B) Pendent d’una recta que té la mateixa direccio q  ue un vector donat:
Donat un vector u= (a, b) , el pendent d’'una recta que té la mateixa direccié que el

) b : ] ,
vector és : m. =—. En aquest cas diem que aquest vector és el vector director de la
a
recta.

Exemple: Troba el pendent d’'una recta que té per vector director:
u=(3,-5 v=(-2,-4)
w=(5,0) x=(0,7)

Un vector perpendicular a U:

Sol: a) -5/3; b) 2; ¢) 0; d) No definida; e) 3/5

Exemple 2: Troba un vector director per cadascuna de les rectes de les quals en
sabem el seus pendents:

m;=3 m,=-3/5 ms=0

Sol: a) (1,3); b) (5,-3); ¢) (1,0)
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Nota: Si el pendent d’'una recta és m, el de la recta perpendicular sera:

| per tant, MM, =

C) Punts alineats

Els punts A, B i C estaran alineats sempre que els vectors AB i BC per exemple,
siguin paral-lels. Es a dir, sempre que els pendents de les rectes de les quals en sén
vectors directors siguin les mateixes. Per tant, per saber si tres punts estan alineats
bastara comprovar si aquests pendents coincideixen. Vegem-ho millor amb un parell
d’exemples.

Exemple 1:
Digues si els punts A(2,3), B(-3,4) i C(7,9) estan alineats.

Sol: No hi estan.
Exemple 2:
Troba x perqué els punts A(2,3), B(-3,4) i C(7,x) estiguin alineats.

Sol: x=2
/ Deures: Pag. 189: Ex. 1, 2, 3; Pag. 206: 2

D) Punt mitja entre altres dos punts

Trobar el punt mitja entre altres dos punts es Blx.y2)

pot fer de manera raonada pero existeix una

férmula que ens ajuda a anar una mica meés

rapid. Es la que pots veure a la figura adjunta X +x, yt+),
de la dreta. y 7

Anem a demostrar com s'obté aquesta
formula.

Dem: Ax,y1)
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Exemplel: Troba, emprant la formula, el punt mitja entre els punts A(2,3) i B(-7,8)

Sol: (-5/2, 11/2)

Exemple 2: Troba, de forma raonada, el punt mitja entre els punts A(2,3) i B(-7,8)

Exemple 3: De la mateixa manera que en el cas anterior, troba els dos punts que
divideixen el segment format pels punts A(2,3) i B(10,15) en tres parts iguals. | en

quatre parts iguals?

Sol: En tres parts: (14/3, 7) i1 (22/3,11). En quatre parts (4,6); (6,9); (8,12).

E) Simetric d’un punt respecte a un altre.

Si cercam el simétric de A respecte de B, el punt B
sera el punt mitja entre el punt A i aquest simetric
A’ que cercam (mira la figura).

Aix0 ens dona una pista de com trobar el simétric
d’'un punt respecte d’'un altre.

Exemple: Troba el simetric del punt A(2,3)
respecte del punt B(5,7).

Sol: A'=(8,11)

A(a.b)

B(c.d)

/ Deures: Pag. 190: Ex. 4abc; Pag. 206: Ex. 3, 4, 51 6; Pag. 209: 50, 52,

A’(xy)
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5.2 Equacions d’una recta

Basicament per definir una recta necessitam dues coses:

a) Un punt P pel que passa

b) Un vector director, a, gue, com diu el nom, ens d

marcara la direccié que segueix la recta.

Equacions de la recta i pas d’'una a una altra:

(dd

12772

P(p1,pz)

)

Equacio vectorial:

(xy) = (P p) +t(dy.d;)

Equacions parametrigues:
{x =p, +td,
y=p,+td,

Equacié continua:
X~ P — Y= P,
d, d,

Equacio implicita o general:

Ax+By+C=0
(A,B) és un vector perpendicular a la
recta.

Equacio explicita:
y=mx+n
(m és el pendent i n 'ordenada a I'origen)

Equacio punt-pendent:
Y=Yotm(X-Xo)
(Xo,Yo) €s un punt pel que passa
m és el pendent de la recta

Exemple 1: Escriu de totes les formes anteriors I'equacié de la recta que passa pels

punts A(-2,3) i B(-6,8)

X=-2-4

Sol: (xy)=(-2,3)+1(-4,5); {y =3+5

y=3->(x+2)

X+2 _
-4

——; 5x+4y-2=0; =—t—;

y-3 -5x 1
5 4 2

10
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Exemple 2: Donada la recta 2x-3y=5 escriu-la de totes les formes que s’han explicat.
Troba’n també tres punts qualssevol.

X=1+3 o x-1

; —— = y—+1; -2x+3y+5=0;
y=-1+2 3 2

Sol: (1,-1); (-2,-3); (4,1); (x,y)=(1,-1)+t(3,2); {
y=-1+ % (x-1)

/ Deures: Pag. 193: Ex. 1, 2i 3; Pag. 206: Ex. 7ab, 8ab; 9ab; 10ab; 11ab; 12

Exemple 3: Troba I'equacio de la mediatriu del segment A(1,5) i B(-3,7) expressant-la
en forma continua i general. Troba, a més, dos punts d’aquesta mediatriu.

Sol: 2x-y+8=0

Exemple 4: Donat el triangle de vertexs
A(-3,1), B(4,0) i C(0,2) troba’n el circumcentre.
Nota: Recorda que el circumcentre és el punt
en el que es tallen les mediatrius dels tres
costats d'un triangle.

Sol: Mediatriu BC: 2x-y-3=0; Mediatriu AC: x+y+1=0; Circumcentre: (2/3,-5/3)

11
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5.3 Paral-lelisme i perpendicularitat de rectes

Depenent de la forma en la que tinguem expressada una recta seguirem una
estrategia o una altra per saber si dues rectes son paral-leles o perpendiculars. Aixi
ens podem fer les seglients preguntes:

- Quan soén paral-leles dues rectes?
a) Si tenen el mateix pendent
0
b) Sitenen vectors directors proporcionals

- Quan sén perpendiculars dues rectes?

a) Sim-m’=-1 (on m i m’ sén els pendents de les rectes)

Exemple : Si una recta té pendent 2/3, una recta perpendicular a aquesta té
pendent:

o}

b) Si els vectors directors son perpendiculars.

Exemples:
A) Digues si les dues rectes seguents son paral-leles, perpendiculars o cap de les
dues coses:

r: 2x+3y-7=0 S:

x=2-3
y=5

Sol: Cap de les dues.
B) Escriu una recta perpendicular i una altra paral-lela a la recta r: 4x-7y+8=0 que
passin pel punt (-2,3).

Sol: (x,¥)=(-2,3)+t(7,4); (x,y)=(-2,3)+t(4,-7)

X—=2 y

C) Troba una recta perpendicular i una paral-lela a la recta S:T = > que a més

passin pel punt (2,3). Escriu-les de totes les maneres que sapigues.
Paral-lela:

X=2+3 - -
Sol. paral-leles:  (xy)=(2,3)+(3,-2); { : XTZ:V_;; Ox+3y-13=0;

y=3-2
-2x 13 2
=—+—; y=3-—(x-2
Y 3+3 Y S(X )

12
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Perpendicular:

X:2+Z_ X=2 _
2

y-3
y=3+3" 3

Sol. perpendicular: (x,y)=(2,3)+t(2,3); { —; 3x-2y=0; y=(3/2)x;

y=3+3(x-2)

# Deures: Pag. 197: Ex. 1, 3i 4; Pag. 206: 13a, 14a, 15a, 17i 20

5.4 Posicio relativa de dues rectes i interseccio d e rectes

En el pla, dues rectes poden tallar-se 0 no. En cas que no es tallin diem que sén
paral-leles i en cas que es tallin podem tenir dos casos, que siguin la mateixa recta
pero expressades de formes diferents i en diem coincidents o que nomeés tenguin un
punt en comu i en diem secants. Anem a veure com podem distingir aquests tres
casos.

COINCIDENTS PARAL-LELES SECANTS
Representacio
A partir del . :
punt i del Vectors d_|rectors Vectors o!lrectors Vectors directors no
proporcionals. proporcionals. .
vector Punts comuns Cap punt comu proporcionals
director pp '
A partir de les
equaCionS A B C A B C A B
implicites —=—=— —=—r— ——
Ax+By+C=0 A" B'" C A" B' C A" B
A'X+B’y+C’'=0

En cas que siguin secants, per obtenir-ne el punt de tall haurem de resoldre el sistema
format per les dues equacions de les dues rectes.
Anem a veure’n millor uns quants exemples .

Exemple: Troba la posicio relativa de les seglents rectes i, en cas que es tallin,
troba’n el punt de tall.
A) r: 2x+3y-4=0; s: (x,¥)=(2,0)+t(6,-4)

Sol: Coincidents.

13
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Xx-2 1-y
B) r: y=3x-2; S: —=——F+
)y 2 -6

Sol: Paral-leles

{x=2—3
Cr: s: x=0
y =5t

Sol: Es tallen al punt (0,10/3)
X=2-3 -
D) I’Z{ X+2:_y21

S:
y=3-% 3

Sol: Es tallen al punt (8/3, 37/9)
E) Troba k de forma que les dues rectes segients siguin: a) Paral-leles; b)
Perpendiculars. r: 2x+ky+8=0 s: X+y-5=0

Sol: Per paral-leles: k=2; per perpendiculars: k=-2.
# Deures: Pag. 199: Ex. 1; Pag. 207: 25c, 26, 27, 29b

14
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5.5 Angle entre dues rectes

L’'angle format per dues rectes sera igual a l'angle que formin els seus vectors
directors pero considerant sempre un angle agut. Si per calcular I'angle que formen els
vectors directors de la recta empram la formula vista al punt 4.4 podem obtenir angles
majors que 90°. Per evitar-ho emprarem una petita “modificacié” d’aquella amb la que
sempre obtindrem I'angle agut.

Angle que
obtindriem

Angle que volem

On t=(u,u,) i V=(v,V,) son els vectors directors de les rectes.

En cas que tinguem les rectes expressades en forma explicita 0 només en coneguem
els pendents, existeix una altra formula que ens permet trobar I'angle que formen les
rectes. Es la seguent:

m-m

tga =
1+m [,

On a és I'angle que formen les rectes i m; i m, s6n els pendents de les rectes.

Exemple 1. Troba l'angle que formen les dues rectes segients de dues formes

diferents: a) Trobant-ne els dos vectors directors; b) Trobant-ne els pendents.
x-2 _1-
ry=2x-2; s: —— :—y
2 -6

Sol: Formen un angle de 45°
Exemple 2: Troba el valor de k de forma que 'angle que formin aquestes dues rectes
sigui de 45°: r: 2x+ky+8=0 s: 2x+y-5=0

Sol: k=6 i k=-2/3

# Deures: Pag. 200: Ex. 1; Pag. 208: 32, 33i 34

15
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5.6 Distancia entre dos punts

Com sembla evident, la distancia entre dos punts és igual al modul del vector que els
uneix. Per tant, donats els punts P(xy, y1) i Q(X2, Y») obtenim la segtient férmula:

d(P’Q):‘%‘:\/(Xz_x1)2+(y2_y1)2

Exemple 1: Troba la distancia entre els punts A(1,-3) i B(4,5)

Sol: \/7_3u

Exemple 2: Troba el valor de k de forma que els punts A(2,3) i B(4,k) sigui 7.

Sol: k, =3+/45; k, =3-+/45

5.7 Distancia d’'un punt a una recta

La distancia del punt P(a,b) a la recta r: Ax+By+C=0 ve donada per la seguent férmula:

_|Aa+Bb+C]|

\A? + B2

Exemple: Donades les rectes r: 2x+3y+5=0, s: 4x+6y-2=0 i el punt P(2,-3), troba:

d(P,r)

a) La distancia del punt a la recta s.

Sol:

352 U
13

b) Comprova si el punt pertany a cap de les dues rectes

Sol: Només ar.
¢) Comprova que les dues rectes sén paral-leles

16
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d) Troba la distancia entre les rectes

352

Sol; ———
13

Exemple 2: Donat el triangle de vertexs A(1,2), B(7,3) i C(3,6), troba’'n el perimetre, els
angles, l'area i digues de quin tipus és segons (equilater, isosceles, escale).

Solucions: P=+/37++20+5; A=11u?* és escalg; angles: 53°58'21"; 46°19'56;
79°41'43”

/ Deures: Pag. 201: Ex. 1; Pag. 208: 35a, 37, 40a, 41, 43, 44,

17
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Super-exemple final:  Troba el circumcentre, el baricentre i I'ortocentre del seglent
triangle. Ves comprovant, sobre el dibuix, que els resultats que obtens sén correctes.

Circumcentre:

Circumcentre

_____________

Baricentre:

Baricentre

18
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Ortocentre:

Ortocentre

Sol: Circumcentre: (81/4, 20/7); Baricentre: (17/3, 11/3); Ortocentre: (38/7, 37/7)
# Deures: Paqg. 209: Ex. 64, 65, 71, 73, 74, 75, 79 (a partir del dibuix), Pag. 211: 87;

5.8 Equacions de la circumferéncia i I'el-lipse

-Circumferéncia: Com tots sabem, es pot definir una circumferéncia com el lloc
geometric format per tots els punts que estan a distancia constant d’'un altre que
s’anomena centre. A la distancia a la que estan se 'anomena radi. Aixi, 'equaci6 d’'una
circumferéncia de centre (A,B) i radi r ve donada per la seglient equacio:

(x- AY'+(y-B)* =1

Exemples: Troba I'equaci6 de les segients circumferéncies.

Sol: a) X*+y*=4; b) (x-4)*+(y-3)*=1

19
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B(6,9)

A(2;3)

Sol: (x-4)*+(y-6)?=13

- El-lipse: Donats dos punts F; i F, anomenats focus, i una .

distancia k, anomenada constant de l'el-lipse (sempre major
gque la distancia entre els focus), s'Tanomena el-lipse al lloc
geometric dels punts P la suma de distancies a F; i a F, dels
quals és igual a k. Es a dir: d(P,F1)+ d(P,F2)=k.

Aixi, I'equacio reduida d’'una el-lipse

donada per:

2

=1

(x-A) _ (y-B)
a’ b?

Exemples:
Troba les equacions de les seguents el-lipses.

el

@

e3

de semieixos a i b, i centre (A,B) ve a+b=c+d=e+f=k

20
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5.9 Autoavaluaci6

Els exercicis del llibre que es proposen per a preparar I'examen son els segients:

Pagina 185: 1, 2ab, 3,4,5,6,719.
Pagina 211: 1,2,3,5,61i7.

5.10 Aplicacions informatiques i positius

Amb aquests positius intentarem reproduir el que vam fer junts al punt 5.7. Dibuixarem

un triangle i en trobarem els punts notables.

1) Has d'anar a la pagina web: http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html

Veuras que apareixen uns eixos de coordenades.
2) Ara has de dibuixar un triangle com i on

Fiteer Edita “isualiza Opcions Eines Ajuda

vulguis. Ho podras fer amb el botd que veus a la
imatge de la dreta.

Una vegada seleccionat només has d'anar amb
el ratoli damunt on vulguis posar cadascun dels
tres vertexs del triangle a la part dels eixos de
coordenades. Per acabar has de tornar a clicar
damunt el primer vertex que hagis dibuixat. Et
guedara una cosa com la seguent:

]

: ) /\\

.

.

o

Bl

Circumcentre Com saps, per trobar el
circumcentre hem de trobar les tres mediatrius dels
costats. Només has de seleccionar el botod
“Mediatriu” i quan el tenguis seleccionat fer click amb
el ratoli damunt del costat del que vulguis trobar-ne
la mediatriu.

Et quedara una cosa com la seguent:

| Objectes lliures
|2 Objectes dependents

[N @ o) . . R 1
1
Foligan 8

+— g

- .
o /° Poligon regular

Fiteer Edita Visualitza Opcions Eines  Ajuda

A L o (‘
DREs N oE
123 Ohjectes lliures % |Recta perpendicular

= A=(2.4,1.1) et

@ B=(9.44,242)
-3 € =(4.78,5.62)

L
L Recta parallela

Ohjectes dependents

@ a=5.65 -X' Mediatriu
@ b=511 -
@ c=T7.16 .{; Bisectriu

- @ poligon1= 1434

Mediatriu
Seleceioney dos punts o un segment

J[+]

£ Objectss liures
O A=(24,10)

19 B=(044,242)

3 C=(478,562)
3 Objectes dependents
@ a=565

@ b=511

@ e=T.16

-0 d-7.08x- 132y =44
0 e:466x.3.2y-2027
0 E238x+452y=23.73
%@ poligon1=14.34

Com veus ja tenim les tres mediatrius i el circumcentre. Si t'hi fixes a I'esquerra hi

apareixen les equacions dels punts, les mediatrius...

21
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Ara només et queda guardar el que has fet en pdf, per exemple.
Per fer-ho has de seguir la seguent ruta: Fitxer->Exporta->Construccio interactiva a

pagina web->pdf
Nota: També pots fer una captura de pantalla si

Fiteer Edita Visualiza Opeions Eines Finestra Ajuda

t'é 3s comode. _
Oerforg:r?tr(t:ac:)m%aes de tornar a dibuixar el triangle .... ... E

(emprarem un triangle per cada punt notable). Una =2 ines pespendioular
vegada el tenguis, farem una perpendicular a cada = 2E18%29 e o
costat que passi pel vértex contrari. Seleccionarem '?_Of"gﬁ;?“”“”“ ¢ wesiata

el que pots veure a la figura de la dreta. el 2 e
Aquesta opcio ens fa una recta perpendicular aun @ voiont-130s =
costat que passa pel punt que noltros vulguem. Per ... pependecuar
tant, quan haguem fet clic en aquesta opci6 B
marcarem primer el costat i després el vértex

contrari al costat i aixi ja tindrem la primera altura:

Fent el mateix procés pels altres dos costats

—~

obtindrem les tres altures i per tant, I'ortocentre: .

Rect:; dicul
2] oot / e
5 ﬁ-—-”/-

;—__ eo(ebra
Baricentre: Archwo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Per trobar el baricentre hauras de trobar primer el I | 5[] 4
punt mitja de cada costat del triangle. Per trobar-lo S '
hauras de seleccionar el que pots veure a la o/ NuevoPunto
seguent figura, PUNTO MEDIO O CENTRO. S mersecaon e Dos Obetos
| després marcar el costat del que en vols trobar el %
punt mlg U Punto Medio o Centro
Hauras de repetir el mateix pels tres costats. : j' |
\

Quant tenguis els tres punts mitjos dibuixats
només has de fer les tres medianes. Es a dir, una recta que passi per un dels vertexs i
pel punt mig de l'altre costat i el mateix altres dues vegades pels altres dos costats:

O Geoten iy

|Archwc Edﬂa Vlsta Dpcmnes Herram\emas \u’enlaﬂa Ayuda

/ Recta que pasa por Dos Puntos

‘ /‘ Segmento entre Dos Puntos
am. *
‘ & Segmento dados Punto Extremo y Longitud

‘ / Semirrecta que pasa por Dos Puntos

./'. Wector entre Dos Puntos

-
* . Vector desde un Punto
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Incentre: El punt de tall de les tres bisectrius dels tres angles s’anomena incentre.
Investiga una mica com fer la bisectriu d’'un angle, dibuixa les tres bisectrius dels tres
angles i al seu punt de tall hi trobaras l'incentre.

POSITIUS:

1r positiu: Dibuixa amb geogebra un triangle amb els vertexs als punts A(-2,1), B(3,2)
i C(0,k) on

k= 4 pels nombres de llista de 1 a 5; k=5 pels nombres de llista de 6 a 10;

k=6 pels nombres de llista de 11 a 15; k=-2 pels nombres de llista de 16 a 20;

k=-3 pels nombres de llista de 21 a 25; k=-4 pels nombres de llista de 26 a 30

Troba el circumcentre, I'incentre, el baricentre i I'ortocentre amb el programa informatic
i envia una captura de pantalla per cadascun dels punts notables del triangle.

2n positiu: Troba el circumcentre i el baricentre del triangle analiticament i comprova
gue es troba situat on has vist amb el programa geogebra.

5.11 Solucions a les activitats del llibre

U7: VECTORS
Pag 171:
ed=-25D = ‘_2“ b
b3 E e 202, 3)
b=2, -2)
= 2G, 0
E 46, 5)
==p2b 23 =202,3)=(4 0
5b = 5(-2, -2) = (10, —10)
1-_1 .
3S=330=-0,0
DA+ =023+ 0=(53
B)B + T = (=2, -2) +(3,0) = (1, =2) S
OB+ E=(=2,-2+(2, 3= 1 = . ENT=
DE+D+CT =2 D+ (2,-2+ 3,0 =3, D e S RERE
1) < - | C 1| ° 20|
_. il 5 +|a b -
E: S L~ - c ™~ I
e g b — =
a+b- N
Pag 175:
1) a) (-3,6); b) (-3,9); ¢) (-17/3,41/3); d) (-1,11/2)
Pag 176:
1) a) 3V3;b) 33 ¢) -3V3; d) -45+/3; e) 16; ) -9/4
2) 97°39'44”
3) 3/2; 65/2
Pag 178:

4) a) -15, -15: b) 5; +/10, 161°33'54”; c) k=4/3; d) (4,3), (4/5,3/5), dos perpendiculars unitaris s6n:
(4/5,3/5) i (-4/5, -3/5)
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Pag 182 :

1) Tenen mateix modul pero diferent direccio; b) Mateixa direccié, sentit i modul; ¢) Mateixa
direcci6 i sentit perd el modul de BM és la meitat que el de DE; d) El modul de OS és menor que el
de OE i sén perpendiculars.

2) NC=BN=FR=RE; AS=SF=CP=PD

3) a) CD=2CP; b) MN=(1/2)AC; c) OP=-0S; d) NB=(-1/2)BC

4) a) AF+BC=AE b) AS+CC=SF; c) OP+SO=FD; d) AM+AM=AB

5) a) AC; b) AB=DC,; c) BA-CD; d) AA=0; e) AC; f) 2DC

6)

EN

4
v

7) b=x+y-z; c=x-y+z
8)

kL

=
—

TH+V =1, 1 0-%=01-1) 0+v=(11

=% = (=1, -1 U+ -i=1, D 0-2v-(1-2

9) u=(-1/2,1/2); v=(3/4,1); w=(3/2,1)

Pagina 183:

10) a=(2,2); b=(0,-3); c=(-1,0), d=(-1,3)

11) (2,3)

12) a) (-7,21/2); b) (-9/5,72/5); (-17/6,2)

13) b=(-20,22) 14) m=-5/4, n=-15/4

15) a=5b-4c 16) a) Si; b) No

17) a) 2;b) -2;c) 4;d) -4 18) a) -6; b) -13; ¢) 12

19) a) k=2; b) k=30; c) k=-15/2 20) a) 22; b) 29; c) (-15,-6); d) (20,30)
21) Per ordre: «/1_3;\/f3;10; 1 5;\/_2 22) m=4/5; m=-4/5

23) 78°28'34,6” 24) a) 112°22'48™; b) 90°; c) 135°

25)a)-10;b) 3i-3
26) a) (3/5, -4/5); (-3/5, 4/5); b) (8,6), (-8,-6); c) (4/5, 3/5); (-4/5,-3/5)

Pagina 184:

27) (-8,6) i (8,-6) 28) (-1/4,3/4)

29) Dues solucions: a=3, b=15/2 i a=-3, b=-15/2 30) k=-4/3, k=-8/3
+

31) k =_—10 32) Dues solucions: k=8 i b=4 0 k=-8 i b=-4
J73

33) Dues solucions: u=(0,1) i u=(4/5, -3/5) 34) a=(-1/2)x+2y; b=(1/2)x+2y; c=(1/2)x-y

35) 7 36) +/20

37) 34 tots dos 38) J2 tots dos

39) 90° 40) 4/31-3/4
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41) -2'36; 20’82
42) Dues solucions: (4’46, 0'27) i (-2’46, 3'73)

43) Dues solucions: { -3, 3+\/§] (‘34,\/5,_3_@]
2 2

44) @ 45) 14 29; 14/5
5 29

46) 1 47) (3,6) i (2,-1)

48) 120°

Pagina 185:

50) Tots s6n nombres menys el b que és un vector

51) Si No, Si, No 52) 0, 90, 1801 60

53) a) [5V266,J2_:J (_5\’226 */_6] b) (40/13, 8/13) i (-40/13, -8/13)

54) a) AC=a+b; BD=-a+b; b) AC-BD=0

AUTOAVALUACIO

1)

l = - 1
— o Gy e = (m? ) = (], =2} -
—u v = (=1, 6 1, =2

U+ 2v=(=2 0+ 21, =2)=

= (=2, Q)+ (2, =4) = ({) = (=], 3p =3 =)= (=g, D)

FATT B k)

2) a) 1/2; b) -3; c) 3/2 3)a=2u-3v. 4)a) 2\/5; b) 2, 2; c) 30°
5) a) k=-2: b) k=4, k=-4  6) Dues solucions: (—1,\/5) i (—1,—\/_3)

7) Dues solucions: (-3,4) i (3,-4) 8) -3 9)1i+/3

U8: GEOMETRIA ANALITICA. PROBLEMES AFINS | METRICS

Pag 189: 1) MN=(-9,-6); NM=(9,6) 2) Hi estan 3) k=-5/3
Pag 190: 4) a) (11/2,4); b) (13,-11); c) (-2,19); d) (5,5); e) (4,7)

Pag 193:

1) a) x-y=0; b) -4x-6y+24=0; c) y-5=0; d) x-3=0

2) 2x-y+3=0; Paramétriques: x=t, y=3+2t; Continua: (x-0)/1=(y-3)/2
3) @) (0,2) i (-3,0) per exemple; c) x=-3t; y=2-2t; d) y=(2/3)x+2;

Pag 194: 1) (x+3)/11=(y-5)/-1 2) (x-4)/-10=(y-0)/4 3) 32x-8y+7=0
Pag 197:

1) Paral-lela: x=4-5t; y=-3+2t; Perpendicular: x=4+2t, y=-3+5t

2) a) (5,3); b) -5/3; ¢) (-3,5)

3) a) (x-5)/3=(y+3)/1; b) 3x+y-4=0; c) y=(1/3)x+1

4) 5x-2y+23=0; 2x+5y-14=0

Pag 199: 1) Paral-leles, secants, secants i paral-leles
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Pag 200: 1) a) 10°18'17,45"; b) 57°31'43,71”; c) 2°43'34,72”

Pag 201: 1) d(P,Q)=17; d(P,r)=3/5; d(P,s)=3; d(Q,n)=16/5; d(Q,s)=12 2) 24 u?

Pag 206:

1) Si, No, Si 2) k=-11/5
3) B=(8,-7) 4) (5,2)

5) (2,2) 6) (2,6)

7) @) (x,y)=(-3,7)+k(4,-1); x=-3+4t, y=7-t; Punts: (1,6); (5,5); (9,4), (13,3); (17,2)
b) (x,y)=(-1,0)+k(0,2); x=-1, y=2k; Punts: (-1,2), (-1,4), (-1,6), (-1,8), (-1,10)

8) a) 7x+6y-30=0; b) x-3=0; c) y=0

9) a) x=t, y=2t; b) x=7, y=t; ¢) x=t, y=2; d) x=-3t, y=t; ) x=1+3t, y=-1+2t ;

f) x=-1+2t, y=1-t

10) a) (x+1)/2=y/-3; b) (x-2)/0=y/3; c) x/1=(y+1)/-3; d) (x-2)/2=(y+1)/1

11) a) x+2y-1=0; b) 5x+y-3=0; ¢) y-2=0; d) 15x+10y-4=0

12) a) x=t, y=0; b) x=0, y=t

13) Per ordre, vector director, vector normal i pendent:

a) (2,5); (-5,2); 5/2; b) (2,4); (-4,2); 2; ¢) (0,1), (1,0), No en té. d) (3,1), (-1,3), 1/3
14) Pertany a la tercerai la quarta

15) a) -1; b) 0; ¢) 5/2

Pagina 207:

16) a) y=(-1/5)x-16/5; b) y=5x+15

17) a) x=3+t; y=2-3t; b) x-1=y+3; c) y=-3; d) y=-3

18) 2x-3y-6=0

19) 3x-4y+8=0

20) a) x=-3+2t, y=1; b) x=5-t; y=-2+2t; c) x=1+2t, y=3-3t; d) x=-3+4t; y=2-6t
21) a) y=(2/3)x; b) y=(-3/2)x+7/2

22) a) y=-2+m(x-3); b) 7x+4y-13=0; c¢) 2x+y-4=0; d) 5x-12y-39=0

23) (1,-2) 24) y=-2x+7
25) a) (-3,-1); b) (2,-1); ¢) (2,-1/2) 26) k=2; t=-1
27) k=4 28) k=-11/2
Pagina 208:
29) a) Paral-leles; b) Secants; c) Secants; 30) a) 45; b) 90; c) 45; d) 63°26'5,82”
31) 56°18'35,8” 32) 26°33'54,2”
33) n= —\/5 34) m=3; i dues solucions per n: n=30 i n=-6/5
35) a) 4/2; b) 5V2; ¢) 4/10 36) k=-2
37 a=-50a=-1 38) g\/g
39) a) 4—\5/3; b) 21/4; c) 9/2 40) a) 12/5; b) 9/2;c) 3;d) O
41) c=10 0 c=-10 42) %
10

10
43) a) 24/10; b) —; ¢) 10u° 44) 12’502

V10
45) 25u°
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Pagina 209:
46) p:7x-4y+9=0; s: x=2; r:iy=-3/2; t: x+2y-1=0 47) -3
48) a) 5x-7y-18=0; b) 6x-18y-12=0; c¢) 5x-7y-6=0
49) 6x-4y-5=0 50) (1/3,2) i (8/3,3)
51) (17/3, 0) 53) (-4/5,8/5)
54) 71/2 55) 46/5
56) Mediana: @; Altura: 3'528 57) (8,8)
58) Dos punts: (3@— 8, 6/TO— 1¢ i (—3@— 8- G/TO— 1§
59) (1/8, 15/8); (5/4,3/4) 60) Dos valors: 9 -21
61) (-5/3, 3); A=14'17
62) Dues rectes: y=(-3/2)x+9/2 i y=(2/3)x-6/3 63) Dos valors: 24+ 15/30 9/3-12
64) Angles: 60°15'18,4"; 34°30'30,7"”; 85°14'11" 65) 29°44'41,6"; 46°13'7,9”; 104°2'10,5”
Pagina 210:
66) Dues solucions: y=\/§x+2; y=-\/:_’> X+2; 67) y=3x+5/2; y=(-1/3)x+5/6

. 1-/3 ; 1++/3
68) (-6,-6); (2,-2) 69) y-2= x+2) 1 y-2= x+2

V2= g Ayt

70) r: x-y+1=0; Dues solucions a la segona recta: x-y+7=0; x-5=0
71) (3,-3) .
72) A=(0,4); C=(-6,-2); Area=24u?
73) Ortocentre: (21/11, 103/11); Circumcentre: (1/22, -37/22)  74) (16/5, 8/5)
75) a) (2,-4); (-6,0); b) 108°26'5,8"; 71°33'54” 76) (0,2); (10/3, -4/3); (8/3,10/3)
77) (-15,0) i (3/7,0) 78) Dos punts: (13/2, 3) i (-11/2, -3)
79) A=9/2 u? 80) A=21/2 u®
81) Dues solucions: (-9/2,-9) i (-3/2, 3) 82) 3/4
83) r: 18x+y+13=0; s: 15x+11y-40=0 84) 2x+3y+5=0
Pagina 211:

87) a) Passa per (0,0); b) Es una recta horitzontal; c) Es una recta vertical

89) B=(1,1); C=(-1,4); D=(-4,2); longitud del costat: \/ES
90) Dues solucions: C=(8,4) i D=(7,0) o C=(0,6) i D=(-1,2)

91) Perimetre=16v/2; Vértexs: (—1— 2\/5,2\/3 i (—1+ 2/3,- 2\/_3)

92) Dues solucions: y=-2x+18; y=-2x-18
93) Dues solucions: D(1,2) i C(5,6) o D=(1/2, 3/2) i C=(5/2,7/2)

AUTOAVALUACIO

1) a) (1,3); b) k=-7;

2) a) x=3+5t, y=2+t; x-5y+7=0; b) y=-x/3, x/3=y/-1
3) a) 5x-2y-16=0; b) 2x+3y-6=0;

4) a(x-5)+b(y-1)=0; y=1

5) a) Perpendiculars; b) secants;

6) k=+/3: 7) a) 11, -1; b) k=1, k=-3/2
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