
Cap��tol 3

S�ERIES NUM�ERIQUES

Aquest cap��tol est�a dedicat a l'estudi de les s�eries num�eriques, �es a dir, les successions

obtingudes per addici�o ordenada d'una altra successi�o. El cap��tol es desenvolupa tractant de

les s�eries de nombres reals i, a l'�ultim apartat, es tracten les s�eries de nombres complexos.

En el primer apartat es de�neixen els conceptes b�asics i la terminologia m�es emprada

habitualment; s'estableix el teorema de Cauchy i s'estudia la s�erie geom�etrica. En el segon

apartat s'estudien les propietats que resulten de la converg�encia d'una s�erie: condici�o necess�aria,

suma i producte per un escalar i les associacions de termes. A l'apartat seg�uent es tracten les

s�eries de termes positius i els criteris de converg�encia espec���cs d'aquestes s�eries. A continuaci�o

s'estudien les s�eries alternades, la seva converg�encia i la metodologia general per aproximar la

suma d'una s�erie alternada. L'Apartat 3.5 tracta la converg�encia absoluta i la seva relaci�o amb

la converg�encia ordin�aria, la converg�encia condicional i el producte de s�eries.

3.1 CONCEPTE DE S�ERIE. CONVERG�ENCIA

Les s�eries sorgeixen per donar resposta al problema de generalitzar el concepte de suma a
un nombre in�nit de termes. Aquesta \suma" requereix ser de�nida i estudiada, ja que no t�e
les mateixes propietats que la suma habitual.

3.1.1 Consideri's la \suma in�nita"
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si es designa per A el valor de la suma i es considera que es poden aplicar totes les manipulacions
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habituals per a la suma de nombres reals, com ara associar o commutar termes, aleshores es
tindria:

A = 1� 1

2
+

1

3
� 1

4
+

1

5
� 1

6
+ : : : =

= 1� 1

2
� 1

4
+

1

3
� 1

6
� 1

8
+

1

5
� 1

10
� 1

12
+ : : : =

= (1� 1

2
)� 1

4
+ (

1

3
� 1

6
)� 1

8
+ (

1

5
� 1

10
)� 1

12
+ : : : =

=
1

2
� 1

4
+

1

6
� 1

8
+

1

10
� 1

12
+ : : : =

=
1

2
(1 � 1

2
+

1

3
� 1

4
+

1

5
� 1

6
+ : : :) =

1

2
A;

i per tant A = 0. D'altra banda, per�o, es compleix:
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Aquesta contradicci�o p�osa de relleu la import�ancia de formalitzar de manera precisa el concepte
de \suma in�nita" i l'inter�es d'estudiar-ne les propietats. Aix�o �es el que es far�a al llarg d'aquest
cap��tol.

3.1.2 Si (an)n2N �es una successi�o de nombres reals, per addici�o dels seus termes es pot de�nir
una nova successi�o, notada (An), mitjan�cant:

[1]

A0 = a0;

A1 = a0 + a1;

� � �

An = a0 + a1 + � � �+ an =
nX

k=0

ak;

� � �
El parell de successions (an) i (An) s'anomena s�erie associada a la successi�o (an) i, per a cada
n 2 N, an s'anomena terme n-�esim de la s�erie i An suma parcial n-�esima de la s�erie. �Es habitual

designar la s�erie per
X
n�0

an, o b�e
X

an; a vegades s'escriu
X
n�1

an per comoditat de notaci�o.

Si la successi�o de sumes parcials (An) �es convergent, aleshores es diu que la successi�o (an)
�es sumable; el l��mit de la successi�o (An) s'anomena suma de la s�erie i s'escriu

[2] lim
n!1An =

+1X
n=0

an;

i en aquest cas, es diu que la s�erie
P

an �es convergent.

3.1.3 Exemple. La successi�o ((�1)n)n2N no �es sumable, ja que la successi�o de sumes parcials
(An) �es: �

A2p = 0; p 2 N
A2p+1 = 1; p 2 N
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que no �es convergent; dit altrament, la \suma in�nita" : 1+ (�1) + 1+ (�1) + � � �, no existeix.

3.1.4 Exemple. La successi�o
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i per tant, la suma parcial n-�esima val:
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que compleix lim
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An = 1; en de�nitiva, es t�e:

+1X
n=1

1
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S'estudia a continuaci�o una caracteritzaci�o molt important de la converg�encia d'una s�erie.

3.1.5 Proposici�o. (Condici�o de Cauchy.) Una condici�o necess�aria i su�cient per a que una
s�erie

P
an sigui convergent �es que, per a qualsevol " > 0, existeixi un natural n0 tal que

[3] jan+1 + � � �+ an+pj < "; 8n > n0; 8p 2 N:

Demostraci�o:

La converg�encia de la s�erie �es, per de�nici�o, la converg�encia de la successi�o de les sumes
parcials, (An). Observeu que la condici�o de l'enunciat no �es m�es que la condici�o de Cauchy
(2.5.1[7]) per a la successi�o (An), ja que

jAn+p � Anj = jan+1 + � � �+ an+pj:
Ara nom�es cal tenir en compte les Proposicions 2.5.3 i 2.5.5, que asseguren que tota
successi�o de Cauchy �es convergent, i viceversa.

La condici�o de Cauchy �es de gran import�ancia te�orica; tanmateix, la seva utilitat pr�actica
per establir la converg�encia d'una determinada s�erie �es molt poca, �es a dir, �es aplicable en
poques ocasions.

3.1.6 Exemple. La s�erie
X
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n
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:
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Per tant, per a 0 < " � 1
2 no es compleix la condici�o de Cauchy.

3.1.7 Si (an) i (bn) s�on dues successions que difereixen en un nombre �nit de termes; aleshores,
en virtut de la Proposici�o anterior, les s�eries

P
an i

P
bn tenen el mateix car�acter, �es a dir, s�on

ambdues convergents o ambdues divergents.

Per acabar aquest primer apartat, s'estudia una s�erie molt important, anomenada s�erie
geom�etrica, que s'utilitzar�a en algunes demostracions posteriors.

3.1.8 Exemple. S�erie geom�etrica.

Si x 2 R, la successi�o de pot�encies naturals de x �es (1; x; x2; x3; � � � ; xn; � � �); aix�o permet
considerar la seva s�erie associada,

P
xn, anomenada s�erie geom�etrica, que t�e per sumes parcials:

[4] Xn = 1 + x+ x2 + � � �+ xn =
nX

k=0

xk; n 2 N:

Es tracta d'estudiar la converg�encia d'aquesta s�erie, segons el nombre real x. Amb aquest
objectiu, si s'escriu:

Xn = 1 + x+ x2 + � � �+ xn

xXn = x+ x2 + � � �+ xn+1

s'obt�e

Xn =
1� xn+1

1� x
; si x 6= 1:

Ara es pot estudiar el l��mit de la successi�o (Xn) segons el valor absolut de x:

1) si jxj < 1, aleshores lim
n!1

xn+1 = 0, de manera que limXn =
1

1� x
i per tant la s�erie

geom�etrica �es convergent;

2) si jxj > 1, la successi�o (Xn) no �es convergent, ja que lim
n!1

jxn+1j =1;

3) si x = 1, aleshores Xn = n, per a tot n 2 N, i el seu l��mit �es +1;

4) si x = �1, es compleix
X2m = 0; m 2 N;
X2m+1 = �1; m 2 N;

i per tant (Xn) no �es convergent.

Resumint, la s�erie geom�etrica
P

xn, amb x 2 R, �es convergent si, i solament si, jxj < 1, i
en aquest cas la seva suma �es:

[5]
+1X
n=0

xn =
1

1� x
:
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3.2 PROPIETATS DE LA CONVERG�ENCIA

A l'Apartat anterior s'ha vist la de�nici�o de s�erie num�erica i s'ha caracteritzat la seva
converg�encia amb la condici�o de Cauchy (Proposici�o 3.1.5). Aquest apartat estudia les
conseq�u�encies m�es importants que es poden deduir de la converg�encia d'una s�erie.

La primera propietat de les s�eries convergents fa refer�encia al l��mit de la successi�o de
partida.

3.2.1 Proposici�o. (Condici�o necess�aria de converg�encia.) Si
P

an �es una s�erie convergent,
aleshores lim

n!1
an = 0.

Demostraci�o:

Immediata, prenent p = 1 a la condici�o de Cauchy.

Tamb�e es pot veure directament a partir del fet que an = An � An�1, ja que llavors es t�e
liman = limAn � limAn�1 = 0.

Aquesta condici�o s'utilitza for�ca sovint per demostrar la diverg�encia d'una s�erie; aix��, la
diverg�encia de la s�erie

P
(�1)n de l'Exemple 3.1.3 es pot establir veient que la successi�o ((�1)n)

no t�e l��mit 0. �Es important observar que la condici�o no �es su�cient; un exemple t��pic �es l'ano-
menada s�erie harm�onica.

3.2.2 Exemple. S'anomena s�erie harm�onica a la s�erie num�erica
X
n�1

1

n
. A l'Exemple 3.1.6

s'ha provat que aquesta s�erie �es divergent; tanmateix, es compleix la condici�o necess�aria de

converg�encia, ja que lim
n!+1

1

n
= 0.

La propietat que s'estudia a continuaci�o estableix un criteri de converg�encia d'una s�erie a
partir del car�acter conegut (convergent o divergent) d'una altre s�erie.

3.2.3 Proposici�o. (Criteri general de comparaci�o).
1) Si janj � cn per a tot n > n0 i la s�erie

P
cn �es convergent, aleshores la s�erie

P
an tamb�e �es

convergent.
2) Si an � dn � 0 per a tot n > n0 i la s�erie

P
dn �es divergent, aleshores la s�erie

P
an tamb�e

�es divergent.

Demostraci�o:

1) Es far�a aplicant la condici�o de Cauchy. Com que
P

cn �es una s�erie convergent, donat un
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" > 0 existeix n1 � n0 tal que

jcn+1 + � � �+ cn+pj = cn+1 + � � �+ cn+p < "; 8n > n1; 8p 2 N:

Aleshores, tenint en compte la condici�o de l'enunciat es pot escriure:

jan+1 + � � �+ an+pj � jan+1j+ � � �+ jan+pj � cn+1 + � � �+ cn+p < "; 8n > n1; 8p 2 N:

Per tant, la s�erie
P

an compleix la condici�o de Cauchy i aleshores �es convergent.

2) Observeu que l'enunciat es pot aplicar nom�es si an � 0. Per demostrar-lo, es procedir�a per
reducci�o a l'absurd: si

P
an fos convergent, aplicant 1) ho seria tamb�e

P
dn, la qual cosa

�es una contradicci�o.

3.2.4 Exemple.

1) La s�erie
X

(�1)n sinn
3n

�es convergent, ja que

����(�1)n sinn3n

���� � 1

3n
=

�
1

3

�n
;

i la s�erie
P

(13 )
n �es una s�erie geom�etrica convergent.

2) La s�erie
P 1p

n
�es divergent, ja que 1p

n
� 1

n > 0, per a tot n 2 N, i la s�erie
P 1

n �es divergent.

La proposici�o seg�uent estudia la propietat que relaciona la converg�encia amb les operacions
suma i producte per escalar dels termes de la s�erie.

3.2.5 Proposici�o. Si
P

an i
P

bn s�on dues s�eries convergents de sumes respectives A i B, i
� 2 R, aleshores les s�eries P(an + bn) i

P
(�an) s�on convergents i de sumes respectives A +B

i �A.

Demostraci�o:

Si es designen per (An), (Bn) i (Cn) les successions de sumes parcials de
P

an,
P

bn iP
(an + bn) respectivament, aleshores Cn = An + Bn i, per la Proposici�o 2.2.3, (Cn) �es

convergent i de suma A+ B.

El raonament per a la converg�encia de (�An) es deixa al lector.

3.2.6 La q�uesti�o no �es tan immediata pel que fa al producte de s�eries. Podria interessar
con�eixer la converg�encia de la s�erie

P
(anbn), per�o el seu estudi no �es tan senzill com en el cas

de la suma, ja que a0b0+ a1b1+ : : :+ anbn 6= (a0+ : : :+ an)(b0+ : : :+ bn); �es a dir, fent servir
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notacions an�alogues a les de la demostraci�o anterior, en aquest cas resulta Cn 6= AnBn. Aquest
tipus de s�eries s'estudien a l'Apartat 3.5.

Si
P

an i
P

bn s�on dues s�eries num�eriques, es de�neix el producte d'ambdues com la s�erieP
cn tal que

[6] cn =
nX

k=0

akbn�k = a0bn + a1bn�1 + � � �+ anb0

Tot i que aquesta de�nici�o recorda el mecanisme de multiplicaci�o dels polinomis, tampoc ara
no es pot a�rmar que Cn = AnBn, i per establir la converg�encia de la s�erie

P
cn no n'hi ha

prou amb que les s�eries
P

an i
P

bn siguin convergents; cal una condici�o addicional, tal i com
es veur�a a l'Apartat 3.5.

3.2.7 Sigui
P

an una s�erie num�erica; si (nj) �es una successi�o estrictament creixent de nombres
naturals, es pot de�nir la successi�o

[7]

b0 = a0 + � � �+ an0;

b1 = an0+1 + � � �+ an1 ;

� � �
bj = anj�1+1 + � � �+ anj ;

� � �

La s�erie
P

bj s'anomena una associaci�o de la s�erie
P

an. La relaci�o entre la converg�encia
d'ambdues s�eries s'estableix a la proposici�o seg�uent.

3.2.8 Proposici�o. Si
P

an �es una s�erie convergent de suma A i
P

bj �es una associaci�o deP
an, aleshores

P
bj �es convergent i de la mateixa suma.

Demostraci�o:

Les sumes parcials Bj compleixen

Bj = b0 + � � �+ bj = (a0 + � � �+ an0) + � � �+ (anj�1+1 + � � �+ anj ) = Anj

i, per tant, la successi�o (Bj) �es una successi�o parcial de (An) que, en virtut de la Proposici�o

2.4.3, ha de tenir el mateix l��mit A. �Es a dir,
P

bp �es convergent i de suma A.

3.2.9 La proposici�o anterior �es una generalitzaci�o de la propietat associativa de la suma, per
a les s�eries. Tanmateix, cal anar amb compte, ja que no es pot a�rmar un enunciat rec��proc
per dissociar una s�erie, �es a dir (mantenint notacions d'abans): si

P
bj �es una associaci�o

convergent de
P

an, aleshores no es pot a�rmar res sobre la converg�encia de
P

an. La ra�o �es
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coneguda: una successi�o no convergent pot tenir una parcial convergent. Per exemple, la s�erieX
n�0

an =
X
n�0

3 � (�1)n, es pot associar prenent la successi�o de naturals senars (2j + 1)
j2N, de

manera que resulta bj = 0 per a tot j 2 N. La s�erie
P

bj �es convergent, per�o en canvi
P

an no
ho �es (no compleix la condici�o necess�aria).

Una observaci�o �nal: subratllar que no existeix un resultat an�aleg per a la propietat
commutativa, el qual nom�es s'obt�e sota certes restriccions: cal que la s�erie sigui absolutament
convergent per tal que es pugui commutar l'ordre dels seus termes (vegeu l'Apartat 3.5).

3.3 S�ERIES DE TERMES POSITIUS

Aquest apartat estudia un tipus particular i for�ca interessant de s�eries num�eriques,
anomenades de termes positius; destaca el gran nombre de criteris de converg�encia espec���cs
per a aquestes s�eries.

3.3.1 Si els termes d'una successi�o (an)n2N compleixen la condici�o an � 0, per a tot
n 2 N, aleshores la s�erie

P
an s'anomena s�erie de termes positius. Observeu que en aquest

cas les sumes parcials An s�on positives i que la successi�o (An) �es mon�otona creixent, ja que
an = An �An�1 � 0, i per tant An � An�1, per a tot n 2 N.

A continuaci�o comen�ca l'estudi d'alguns criteris per establir la converg�encia d'aquest tipus
de s�eries num�eriques.

3.3.2 Proposici�o. Una condici�o necess�aria i su�cient per a que una s�erie de termes positius
sigui convergent �es que la successi�o de sumes parcials sigui �tada superiorment.

Demostraci�o:

Si la s�erie �es convergent, aleshores �es �tada, segons la Proposici�o 2.2.2. Si la s�erie �es �tada
superiorment, com que �es creixent, �es convergent, en virtut de la Proposici�o 2.3.4. A m�es
es compleix que la suma de la s�erie �es el suprem del conjunt de sumes parcials.

3.3.3 Proposici�o. (Criteri de comparaci�o per pas al l��mit.) Si
P

an i
P

bn s�on dues s�eries
num�eriques de termes positius tals que existeix el l��mit

lim
n!1

an
bn

= L 2 R;

aleshores es t�e:
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1) si L 2 R� f0g, les dues s�eries tenen el mateix car�acter;

2) si L = 0 i
P

bn �es convergent, aleshores
P

an �es convergent;

3) si L = +1 i
P

bn �es divergent, aleshores
P

an �es divergent.

Demostraci�o:

1) Si " > 0, existeix un natural n0 tal que

����anbn � L

���� < "; per a tot n > n0;

�es a dir, (L � ") <
an
bn

< (L + "), i per tant (L� ")bn < an < (L+ ")bn, per a tot n > n0.

Si la s�erie
P

bn �es convergent, tamb�e ho �es
P

(L+ ")bn i, per comparaci�o, la s�erie
P

an �es
convergent. An�alogament, si

P
bn �es divergent, tamb�e ho �es

P
(L�")bn i, per comparaci�o,

la s�erie
P

an �es divergent.

2) Si L = 0, aleshores per a qualsevol " > 0 existeix un natural n0 tal que

����anbn
���� < "; per a tot n > n0;

�es a dir an < "bn, per a tot n > n0. D'aqu�� resulta immediatament la conclusi�o.

3) Si L = +1, aleshores per a qualsevol " > 0 existeix un natural n0 tal que

����anbn
���� > "; per a tot n > n0;

�es a dir an > "bn, per a tot n > n0. D'aqu�� resulta immediatament la conclusi�o.

3.3.4 Exemple. S�eries de Riemann o s�eries harm�oniques generalitzades.

S'anomenen s�eries harm�oniques generalitzades o de Riemann, les s�eries num�eriques:

[8]
X
n�1

1

n�
; � > 0:

Ja s'ha vist que, per � = 1, la s�erie corresponent �es divergent.

Si 0 < � < 1, el criteri de comparaci�o assegura que la s�erie
P 1

n�
�es divergent, ja que

1

n
<

1

n�
per a tot n � 1.
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Finalment, si � > 1, es veur�a que la s�erie �es convergent. Les sumes parcials d'aquesta s�erie
s�on

Hn = 1 +
1

2�
+

1

3�
+ � � �+ 1

n�
; n � 1;

de manera que (Hn) �es una successi�o creixent. Nom�es caldr�a demostrar que t�e una parcial
convergent per assegurar que �es convergent. Considereu, doncs, la parcial

H2n+1�1 = 1 + (
1

2�
+

1

3�
) + (

1

4�
+

1

5�
+

1

6�
+

1

7�
) + : : :+ (

1

(2n)�
+ � � �+ 1

(2n+1 � 1)�
) =

< 1 + (
1

2�
+

1

2�
) + (

1

4�
+

1

4�
+

1

4�
+

1

4�
) + : : :+ (

1

(2n)�
+ � � �+ 1

(2n)�
) =

= 1 +
1

2��1
+

1

4��1
+ : : :+

1

(2n)��1
=

nX
k=0

�
1

2��1

�k
=

nX
k=0

(21��)k:

En ser � > 1, es t�e 0 � 21�� < 1, de manera que (H2n+1�1) est�a majorada per la suma parcial
n-�esima d'una s�erie geom�etrica convergent. En conseq�u�encia, (H2n+1�1) �es convergent.

3.3.5 Exemple. La s�erie
X 2

p
3n+ 1p

5n5 + 3n3 + 1
�es convergent. Aix�o es comprova comparant-la

amb la s�erie harm�onica generalitzada amb � = 2:

L = lim
n!1

2
p
3n+ 1p

5n5 + 3n3 + 1
1

n2

= 2

r
3

5
:

�Es molt freq�uent aplicar la Proposici�o 3.3.3 tot comparant la s�erie donada amb una s�erie
harm�onica convenient, tal com s'ha fet a l'Exemple anterior. Aix�o d�ona lloc al proper criteri.

3.3.6 Proposici�o. (Criteri de Pringsheim.) Si
P

an �es una s�erie de termes positius i si existeix
un nombre � tal que

[9] Lp = lim
n!1

n�an 6= 0;

aleshores es compleix:

1) si Lp �es �nit i � > 1, la s�erie
P

an �es convergent;

2) si � � 1, la s�erie
P

an �es divergent.

Demostraci�o:

Immediata, tenint en compte la Proposici�o 3.3.3 i l'Exemple 3.3.4, �es a dir, per comparaci�o
amb la s�erie harm�onica generalitzada.
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3.3.7 Exemple. Considereu la s�erie
X 3

p
3n� 5p

7n3 � 9n+ 6
. Si es calcula el l��mit

Lp = lim
n!1

n�
3
p
3n� 5p

7n3 � 9n+ 6
= lim

n!1
3
p
3 n

1
2
+�

p
7 n

3
2

;

s'observa que Lp =
3
p
3p
7

si � = 1; per tant la s�erie considerada �es divergent.

3.3.8 Proposici�o. (Criteri de l'arrel o de Cauchy.) Si
P

an �es una s�erie de termes positius i
es considera el l��mit

[10] La = lim
n!1

n
p
an 2 R;

aleshores es compleix:

1) si La > 1, la s�erie
P

an �es divergent;

2) si La < 1, la s�erie
P

an �es convergent;

3) si La = 1, el criteri no permet a�rmar res sobre el car�acter de la s�erie
P

an.

Demostraci�o:

1) Si La > 1, existeix un nombre natural n0 tal que

n
p
an > 1; per a tot n > n0;

per tant an > 1 per a tot n � n0, de manera que liman 6= 0 i no es compleix la condici�o
necess�aria de converg�encia.

2) Si La < 1 existeix un nombre real r tal que La < r < 1 i per tant existeix un natural n1
tal que

n
p
an < r; per a tot n > n1;

�es a dir, an < rn per a tot n � n1, per tant, per ser r < 1, la s�erie
P

an �es convergent, ja
que est�a majorada per una s�erie geom�etrica convergent.

3) La s�erie
P 1

n
�es divergent i la s�erie

P 1

n2
�es convergent, en virtut de l'Exemple 3.3.4, i

tanmateix s'obt�e La = 1 per a ambdues s�eries.

3.3.9 Exemple. La s�erie
P�

n

2n+ 1

�n
�es convergent, ja que, aplicant el criteri de l'arrel,

La = lim

��
n

2n+ 1

�n�1=n
=

1

2
< 1:
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3.3.10 Proposici�o. (Criteri del quocient o de D'Alembert.) Si
P

an �es una s�erie de termes
positius i si existeix el l��mit

[11] Lq = lim
n!1

an+1
an

2 R;

aleshores es compleix:

1) si Lq > 1, la s�erie
P

an �es divergent;

2) si Lq < 1, la s�erie
P

an �es convergent;

3) si Lq = 1, el criteri no permet a�rmar res sobre el car�acter de la s�erie
P

an.

Demostraci�o:

Ja ha estat demostrat que si

lim
n!1

an+1
an

= Lq

aleshores
lim
n!1

n
p
an = Lq

(vegeu el Corol�lari 2.6.8).

3.3.11 Exemple. La s�erie
P 2n

n
�es divergent ja que, aplicant el criteri del quocient, resulta

Lq = lim

2n+1

n+ 1
2n

n

= lim
2n

n+ 1
= 2 > 1:

Quan el criteri del quocient no permeti decidir sobre el car�acter d'una determinada s�erie (i
per tant tampoc no ho pugui fer el criteri de l'arrel), pot ser �util aplicar el criteri que s'estableix
a la proposici�o seg�uent.

3.3.12 Proposici�o. (Criteri de Raabe.) Si
P

an �es una s�erie de termes positius i existeix el
l��mit

[12] Lr = lim
n!1

n

�
1� an+1

an

�
; (Lr 2 R);

aleshores es compleix:

1) si Lr > 1, la s�erie
P

an �es convergent;
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2) si Lr < 1, la s�erie
P

an �es divergent.

3) si Lr = 1, el criteri no permet decidir.

Demostraci�o:

1) Si Lr > 1, per a cada " > 0 existeix un natural n0 tal que

n(1� an+1
an

) > 1 + "; per a tot n > n0;

�es a dir
(n� 1)an � nan+1 > "an; per a tot n > n0:

S'escriuen unes quantes d'aquestes desigualtats:

n0an0+1 � (n0 + 1)an0+2 > "an0+1

(n0 + 1)an0+2 � (n0 + 2)an0+3 > "an0+2

(n0 + 2)an0+3 � (n0 + 3)an0+2 > "an0+3

: : :

(n0 + p� 1)an0+p � (n0 + p)an0+p+1 > "an0+p;

on p 2 N, i sumant-les s'obt�e

n0an0+1 > n0an0+1 � (n0 + p)an0+p+1 > "(an0+1 + � � �+ an0+p);

per a tot p 2 N, �es a dir

an0+1 + � � �+ an0+p <
n0
"
an0+1; per a tot p 2 N:

La successi�o de sumes parcials �es �tada superiorment i, per tant, (Proposici�o 3.3.2) la s�erie
�es convergent.

2) Si Lr < 1, existeix un natural n1 tal que

n(1� an+1
an

) < 1; per a tot n > n1;

�es a dir
(n � 1)an � nan+1 < 0; per a tot n > n1:

Conseq�uentment, la successi�o ((n�1)an) �es creixent, i per tant, lim(n�1)an = l 2 R, amb
l 6= 0; aplicant el criteri de Pringsheim, resulta que

P
an �es divergent.

3.3.13 Exemple. Si es considera la s�erie
P (2n)!

4n (n!)2
, aplicant el criteri del quocient s'obt�e

Lq = lim

(2(n+ 1))!

4n+1 ((n + 1)!)2

(2n)!

4n (n!)2

= lim
(2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)2
= 1;
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i per tant no es pot a�rmar res per aplicaci�o del criteri del quocient ni pel criteri de l'arrel.
Calculant ara el l��mit

Lr = limn

�
1� (2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)2

�
= lim

n(2n+ 2)

4(n+ 1)2
=

1

2
< 1;

es pot a�rmar que la s�erie considerada �es divergent, per aplicaci�o del criteri de Raabe.

3.3.14 Observeu que es disposa ja d'una bona quantitat de criteris per establir la converg�encia
d'una s�erie de termes positius; en canvi, no �es tan senzill establir una metodologia per calcular
la suma d'una s�erie. A l'apartat 3.1 s'ha vist una s�erie de la qual es pot calcular la suma quan
existeix: la s�erie geom�etrica; a continuaci�o es mostren algunes t�ecniques de sumaci�o de s�eries,
mitjan�cant dos exemples. En general, obtenir el valor de la suma d'una s�erie no �es una feina
f�acil, i molts cops s'opta per buscar valors aproximats, concretament, per aproximar la suma
d'una s�erie pel d'una de les seves sumes parcials.

3.3.15 Exemple. Si 0 � j�j < 1, es tracta de calcular
1X
n=1

n�n (comproveu que aquesta s�erie

�es convergent). La suma parcial n-�esima �es

An = �+ 2�2 + 3�3 + � � �+ n�n;

i per tant
�An = �2 + 2�3 + 3�4 + � � �+ n�n+1:

Restant membre a membre, s'obt�e

(1� �)An = � + �2 + �3 + � � �+ �n � n�n+1;

An =
1

1� �
(� + �2 + � � �+ �n)� n

�n+1

1� �
;

1X
n=1

n�n = limAn =
1

1� �

1X
n=1

�n � lim

�
n
�n+1

1� �

�
=

1

1� �

�

1� �
=

�

(1� �)2
:

3.3.16 Exemple. Qualsevol s�erie de la forma

X 1

P (n)
; amb P (n) = a0 + a1n+ � � �+ apn

p; ap 6= 0; p � 2;

�es convergent (criteri de Pringsheim). Es pot calcular la suma d'algunes d'aquestes s�eries

mitjan�cant la descomposici�o de la fracci�o racional
1

P (n)
en suma de fraccions simples. Vegem-

ne un cas concret: si P (n) = n(n+ 1)(n+ 2), aleshores

1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

a

n
+

b

n + 1
+

c

n+ 2
=

1=2

n
+

�1
n+ 1

+
1=2

n + 2
:
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Com que a + b+ c = 0, en calcular les sumes parcials es van eliminant les fraccions

c

(k � 2) + 2
+

b

(k � 1) + 1
+
a

k
; per a tot n � 3;

i per tant es compleix:

An =
1=2

1
+
�1
2

+
1=2

2
+

1=2

n + 1
+

�1
n+ 1

+
1=2

n+ 2
=

1

4
� 1=2

n+ 1
+

1=2

n+ 2
:

Finalment, resulta
1X
n=1

1

n(n+ 1)(n + 2)
= lim

n!1
An =

1

4
:

3.3.17 Exemple. A l'Exemple 2.3.6 s'ha provat que la successi�o

�
1 +

1

n

�n
�es convergent i

s'ha designat per e el seu l��mit. Es tracta ara de provar la igualtat

[13] e = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
=

+1X
n=0

1

n!
:

La converg�encia de la s�erie �es immediata aplicant, per exemple, el criteri del quocient. Per
establir el valor de la suma, es fa servir la igualtat seg�uent:�

1 +
1

n

�n
= 1 + n � 1

n
+
n(n� 1)

2!
� 1

n2
+
n(n� 1)(n� 2)

3!
� 1

n3
+ � � �

� � �+ n(n� 1)(n� 2) � � �2 � 1
n!

� 1

nn
=

= 1 + 1 +
1

2!
(1� 1

n
) +

1

3!
(1� 1

n
)(1� 2

n
) + � � �

� � �+ 1

n!
(1� 1

n
)(1� 2

n
) � � � (1� n� 1

n
):

Aix�� s'obt�e la desigualtat�
1 +

1

n

�n
� 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ � � �+ 1

n!
=

nX
p=0

1

p!
;

i per tant es complir�a:

[14] e = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
� lim

n!1

nX
0

1

p!
=

+1X
0

1

n!
:

Per altra banda, de la igualtat inicial s'obt�e ara la desigualtat�
1 +

1

n

�n
� 1 + 1 +

1

2!
(1� 1

n
) + � � �+ 1

m!
(1 � 1

n
)(1� 2

n
) � � � (1� m� 1

n
);
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per a tot m �xat, m � n, i aleshores es complir�a:

e = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
�

� lim
n!1

�
1 + 1 +

1

2!
(1� 1

n
) + � � �+ 1

m!
(1� 1

n
)(1 � 2

n
) � � � (1� m � 1

n
)

�
=

= 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ � � �+ 1

m!
=

mX
p=0

1

p!
;

per a qualsevol m 2 N, de manera que

[15] e � lim
m!1

mX
0

1

p!
=

+1X
0

1

n!
:

Les desigualtats [14] i [15] impliquen la igualtat [13].

3.4 S�ERIES ALTERNADES

Aquest apartat estudia breument unes s�eries num�eriques denominades alternades i els
criteris de converg�encia que es poden aplicar de manera espec���ca en aquest cas.

3.4.1 Si (an)n2N �es una successi�o de nombres reals positius, aleshores s'anomenen s�eries

alternades les s�eries num�eriques

[16]
X

(�1)nan i
X

(�1)n+1an

Observeu que la una �es l'oposada de l'altra. S�on exemples de s�eries alternades:

X (�1)n
n

;
X

(�1)n 2
n

n!
;
X

(�1)n+1 1 � 2 � � �n
3 � 5 � 7 � � � (2n+ 1)

2n:

Per a les s�eries alternades existeix un criteri de converg�encia espec���c, que �es l'establert a
la proposici�o seg�uent.

3.4.2 Proposici�o. (Criteri de Leibniz.) Si (an) �es una successi�o mon�otona decreixent i
lim
n!1(an) = 0, aleshores les s�eries alternades [16] s�on convergents.

Demostraci�o:
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Si la s�erie alternada �es, per exemple,
P

(�1)nan, aleshores la suma parcial n-�esima �es

An = a0 � a1 + a2 � a3 + � � �+ (�1)nan; n 2 N:
Es poden considerar les successions parcials d'index parell, (A2p)p2N; i d'index senar,

(A2p+1)p2N, i aleshores es compleix:

A2p �A2p�2 = a2p � a2p�1 � 0; i per tant A2p � A2p�2;

A2p+1 �A2p�1 = �a2p+1 + a2p � 0; i per tant A2p+1 � A2p�1:

Observeu que s'ha aplicat la monotonia de (an). Aix�o prova que la successi�o (A2p) �es
mon�otona decreixent i que la successi�o (A2p+1) �es mon�otona creixent; per tant s'ha de
complir:

lim
p!1

(A2p) = L1 2 R[ f�1g;
lim
p!1

(A2p+1) = L2 2 R[ f+1g:

Per�o per hip�otesi, (an) ! 0 i, per tant, lim(A2p+1 � A2p) = lim
p!1

(a2p+1) = 0; �es a dir,

L1 = L2 2 R; de manera que la s�erie
P

(�1)nan �es convergent. El mateix resultat s'obt�e
per a la s�erie

P
(�1)n+1an, ja que �es la oposada de la s�erie anterior.

Tal com s'ha dit a l'Apartat 3.3, �es molt freq�uent aproximar el valor de la suma d'una
s�erie per una suma parcial adequada. El problema, en aquests casos, �es tenir una �ta de l'error
com�es en fer una tal aproximaci�o. En el cas de les s�eries alternades, �es possible obtenir una
�taci�o molt senzilla, en funci�o del terme general de la s�erie, tal com s'exposa a la proposici�o
seg�uent.

3.4.3 Proposici�o. Si la successi�o (an) compleix les condicions de la Proposici�o 3.4.2, aleshores

[17]

�����
+1X
k=0

(�1)kak �
nX

k=0

(�1)kak
����� � an+1; per a tot n 2 N:

Demostraci�o:

Si designem per A la suma de la s�erie, la demostraci�o de la Proposici�o anterior mostra
que A �es major o igual que qualsevol suma parcial senar, i tamb�e que �es menor o igual
que qualsevol suma parcial parell; en resum, A es troba sempre entre dues sumes parcials
consecutives qualssevol. En conseq�u�encia, fent servir la mateixa notaci�o d'abans, es t�e:

[18] jA� Anj � jAn+1 � Anj = an+1; per a tot n 2 N:

La �taci�o [18] serveix per saber, donada una certa toler�ancia, quina suma parcial cal
determinar per obtenir el valor de la suma de la s�erie amb un error m�es petit. M�es concretament,
si " �es la toler�ancia o error m�aximadm�es, nom�es cal imposar an+1 < " per garantir jA�Anj < ".
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3.4.4 Exemple. La s�erie alternada
P
(�1)n 1

n
�es convergent, ja que compleix les condicions

del criteri de Leibniz. Per tal d'aproximar la seva suma amb un error menor que 0:05, cal saber
quina suma parcial s'ha de calcular per tal de tenir l'aproximaci�o desitjada:

an+1 =
1

n+ 1
< 0:05 si n+ 1 >

1

0:05
= 20;

per tant, cal calcular A20. Llavors, A20 = �1 + 1
2 � 1

3 + : : :+ 1
20 = �0:66 �es el valor aproximat

de la suma de la s�erie, amb un error m�es petit que 0:05.

3.5 CONVERG�ENCIA ABSOLUTA

Si
P

an �es una s�erie num�erica, hi ha una s�erie de termes positius molt directament
relacionada amb ella: la s�erie

P janj. Aquest apartat tracta les interrelacions entre la
converg�encia d'ambdues s�eries i algunes de les conseq�u�encies que se'n poden deduir.

3.5.1 Una s�erie num�erica
P

an es diu absolutament convergent si la s�erie de termes positiusP janj, �es convergent.

3.5.2 Exemple.

1) La s�erie
P

(�1)n 1

2n
�es absolutament convergent, ja que la s�erie de valors absoluts �es una

geom�etrica convergent.

2) La s�erie
P

(�1)n 1
n

no �es absolutament convergent, ja que la s�erie de valors absoluts �es la

s�erie harm�onica.

La proposici�o seg�uent estableix una primera relaci�o entre la converg�encia i la converg�encia
absoluta d'una s�erie.

3.5.3 Proposici�o. Si una s�erie �es absolutament convergent, aleshores �es convergent.

Demostraci�o:

Es tracta d'aplicar el teorema de Cauchy (3.1.5), tenint en compte la converg�encia de la
s�erie

P janj. Aleshores,
jan+1 + � � �+ an+pj � jan+1j+ � � �+ jan+pj =
= jjan+1j+ � � �+ jan+pjj < "; 8n > n0; 8p 2 N;
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i per tant
P

an �es convergent.

3.5.4 El segon cas de l'Exemple 3.5.2 posa de manifest que el rec��proc de la proposici�o anterior

no �es cert, ja que la s�erie
X

(�1)n 1
n

�es convergent (vegeu l'Exemple 3.4.4) i en canvi no �es

absolutament convergent. Una s�erie que compleix aquesta condici�o s'anomena condicionalment

convergent. �Es a dir, una s�erie
P

an �es condicionalment convergent, quan la s�erie
P

an �es
convergent per�o la s�erie

P janj �es divergent.

3.5.5 Hi ha dues altres s�eries de termes positius relacionades amb una s�erie num�erica, que
permeten caracteritzar la seva converg�encia absoluta: son les s�eries

P
a+n i

P
a�n de�nides per

[19] a+n =

(
an; si an � 0;

0; altrament;
a�n =

(
�an; si an < 0;

0; altrament:

�Es habitual anomenar aquestes s�eries \la s�erie dels termes positius" i \la serie dels termes
negatius" de

P
an, respectivament. La relaci�o entre la converg�encia d'aquestes s�eries i la deP

an s'estableix a la proposici�o seg�uent.

3.5.6 Proposici�o. Una condici�o necess�aria i su�cient per tal que una s�erie
P

an sigui
absolutament convergent �es que les s�eries

P
a+n i

P
a�n siguin convergents. Aleshores, es

compleix:

[20]
1X
n=1

an =
1X
n=1

a+n �
1X
n=1

a�n :

Demostraci�o:

Noteu que es pot escriure

a+n =
janj+ an

2
i a�n =

janj � an
2

;

de manera que, si
P

an �es absolutament convergent, aleshores s�on convergents les s�eriesP janj i
P

an i, trivialment, tamb�e s�on convergents les s�eries
P

a+n i
P

a�n .

Rec��procament, tamb�e es pot escriure

janj = a+n + a�n :

Aix��, si
P

a+n i
P

a�n s�on convergents, tamb�e ho �es
P janj.

Per acabar, �es evident que an = a+n � a�n , de manera que An = A+
n � A�n , i d'aqu��P

an =
P

a+n �
P

a�n .
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3.5.7 L'estudi de la converg�encia absoluta d'una s�erie �es molt interessant, ja que s�on moltes les
t�ecniques per tractar amb s�eries de termes positius. A m�es, la converg�encia absoluta, en ser una
condici�o m�es forta de converg�encia, resulta molt potent, tal com es manifesta a les proposicions
seg�uents. En primer lloc es tracta un problema que restava pendent: el de la reordenaci�o dels
termes d'una s�erie.

3.5.8 Si � �es una bijecci�o de N en N i
P

an �es una s�erie num�erica, s'anomena reordenaci�o

de la s�erie a la s�erie
P

a�(n); la proposici�o seg�uent mostra una propietat important de les
reordenacions.

3.5.9 Proposici�o. (Propietat commutativa de les s�eries de termes positius.) Si
P

an �es
una s�erie de termes positius convergent, aleshores qualsevol reordenaci�o

P
a�(n) de

P
an �es

convergent i t�e la mateixa suma.

Demostraci�o:

Si es designa per A la suma de la s�erie
P

an, �es obvi que les sumes parcials de la s�erieP
a�(n) estan �tades superiorment per A (ja que tots els termes s�on positius). Per tant,P
a�(n) �es convergent i la seva suma B satisf�a B � A.

D'altra banda, prenent l'aplicaci�o inversa ��1, es pot considerar la s�erie
P

an com una
reordenaci�o de

P
a�(n), i un raonament an�aleg a l'anterior permet a�rmar que A � B.

Aquest resultat permet relacionar la converg�encia d'una s�erie qualsevol i la de les seves
reordenacions.

3.5.10 Corol�lari. Si una s�erie �es absolutament convergent, aleshores totes les seves reordena-
cions s�on convergents i tenen la meteixa suma.

Demostraci�o:

Immediata, considerant les s�eries
P

a+n i
P

a�n i aplicant la proposici�o anterior.

�Es important saber que, si una s�erie �es condicionalment convergent, no nom�es no es t�e la
propietat anterior, sin�o que �es possible reordenar-la per tal d'obtenir una suma qualsevol.

3.5.11 Proposici�o. (Teorema de Riemann sobre reordenacions.) Si
P

an �es condicionalment
convergent, per a cada A 2 R�es possible trobar una reordenaci�o de

P
an tal que

P
a�(n) = A.

Demostraci�o:
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En primer lloc, noteu que el fet que
P

an convergeixi i
P janj divergeixi fa que

P
a+n iP

a�n divergeixin. En conseq�u�encia, si es suposa A > 0, existeix un n0 tal que

n0X
n=0

a+n > A mentre que
n0�1X
n=0

a+n < A:

A continuaci�o �es possible trobar un m0 tal que

n0X
n=0

a+n �
m0X
n=0

a�n < A mentre que

n0X
n=0

a+n �
m0�1X
n=0

a�n > A:

Es pot seguir procedint d'aquesta manera, i s'obt�e una s�erie

a+0 + : : :+ a+n0 � a�0 � : : :� a�m0
+ a+n0+1 + : : :+ a+n1 � a�m0+1 � : : :� a�m1

+ : : :

que no �es m�es que una reordenaci�o de
P

an. La s�erie aix�� obtinguda �es convergent i la seva
suma �es A, ja que est�a construida de manera que, si anomenem

A+
0 =

n0X
n=0

a+n ; A+
k+1 = A�k +

nk+1X
n=nk+1

a+n ;

A�0 = A+
0 �

m0X
n=0

a�n ; A�k+1 = A+
k+1 �

mk+1X
n=mk+1

a�n ;

es t�e

jA+
k � Aj � a+nk i jA�k � Aj � a�mk

:

Com que la s�erie
P

an �es convergent, la successi�o (an) t�e l��mit 0, i aix�� tamb�e les successions
(a+nk) i (a

�
mk

), de manera que la nova s�erie t�e efectivament la seva suma igual a A.

A 3.2.6 s'ha de�nit el producte de dues s�eries num�eriques, per�o no s'ha establert cap criteri
de converg�encia; aquesta q�uesti�o es tracta al teorema seg�uent.

3.5.12 Proposici�o. (Teorema de Mertens.) Si
P

an i
P

bn s�on dues s�eries num�eriques i
P

cn
la s�erie producte de les anteriors, de�nida segons 3.2.6, aleshores si les dues primeres s�eries s�on
convergents i de sumes respectives A i B i almenys una d'elles ho �es absolutament, la s�erie
producte �es convergent i de suma AB. A m�es, si les dues s�eries s�on absolutament convergents,
el seu producte tamb�e ho �es.

Demostraci�o:

Suposeu que
P

an �es absolutament convergent. Si es designen per (An), (Bn) i (Cn) les
successions respectives de sumes parcials, es compleix lim(An) = A i lim(Bn) = B. El
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terme general Cn es pot escriure

Cn = c1 + � � �+ cn = a1b1 + (a1b2 + a2b1) + � � �+ (a1bn + � � �+ anb1) =

= a1(b1 + � � �+ bn) + a2(b1 + � � �+ bn�1) + � � �+ anb1 =

= a1Bn + a2Bn�1 + � � �+ anB1 =

= a1(B + Bn � B) + a2(B + Bn�1 �B) + � � �+ an(B + B1 � B) =

= AnB + (a1(Bn �B) + a2(Bn�1 � B) + � � �+ an(B1 � B)) = AnB + rn

Es tracta de provar ara que

limrn = lim(a1(Bn � B) + a2(Bn�1 �B) + � � �+ an(B1 �B)) = 0:

En efecte: si A �es la suma de la s�erie
P janj (que �es convergent per ser-ho

P
an

absolutament), la successi�o (Bn � B) t�e l��mit 0 i per tant, per a qualsevol " > 0 existeix

un natural n0 tal que jBn � Bj < "

2(A+ 1)
; per a tot n > n0; d'altra banda, per a n0

�x, existeix un n1 tal que

j(B1 �B)an + � � �+ (Bn0 � B)an�n0+1j <
"

2
; per a tot n > n1;

ja que (an) ! 0 i hi ha un nombre �nit de termes. Ara, es pot ja a�rmar que, per a tot
n > maxfn0; n1g,

jrnj � j(B1 � B)an + � � �+ (Bn0 �B)an�n0+1j+
+ j(Bn0+1 �B)an�n0 + � � �+ (Bn �B)a1j <
<

"

2
+

"

2(A+ 1)
(jan�n0j+ � � �+ ja1j) < "

2
+
"

2
= ";

la qual cosa acaba la demostraci�o de la primera part del teorema. Si les s�eries
P

an iP
bn s�on ambdues absolutament convergents, aleshores la s�erie producte

P
cn �es tamb�e

absolutament convergent; en efecte, �es su�cient establir que la successi�o de sumes parcials
(jc1j+ � � �+ jcnj)n2N �es �tada, la qual cosa resulta immediatament:

jc1j+ � � �+ jcnj � ja1jjb1j+ (ja1jjb2j+ ja2jjb1j) + � � �+ (ja1jjbnj+ � � �+ janjjb1j) �
� (ja1j+ � � �+ janj)(jb1j+ � � �+ jbnj):

3.5.13 Exemple. Si �; � 2 R, es tracta d'estudiar la converg�encia de la s�erie
P

cn =P (�+ �)n

n!
, provant que �es la s�erie producte de dues s�eries absolutament convergents. En

efecte:

cn =
(�+ �)n

n!
=

=
1

n!

�
�n + n�n�1� + � � �+

�
n

k

�
�n�k�k + � � �+ �n

�
=

=
1

n!

nX
k=0

n!

k!(n� k)!
�n�k�k =

nX
k=0

�n�k

(n� k)!

�k

k!
=

=
�n

n!
+

�n�1

(n� 1)!

�

1
+

�n�2

(n� 2)!

�2

2!
+ � � �+ �

1

�n�1

(n� 1)!
+
�n

n!
:
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Aix�o prova que es compleix
P

cn =

�P �n

n!

��P �n

n!

�
. Per�o les s�eries num�eriques

P �n

n!
i

P �n

n!
s�on absolutament convergents (apliqueu, per exemple, el criteri del quocient) i, per tant,

la s�erie producte �es absolutament convergent.

3.5.14 En determinats casos, per a estudiar la converg�encia d'una s�erie
P

�n �es �util expressar
el seu terme general com a producte de dos factors an i bn, �es a dir, escriure

P
�n =

P
anbn,

(n 2 N). Observeu que no es tracta d'un producte de s�eries, tal i com s'ha de�nit a 3.2.6. Per
a la converg�encia de

P
anbn s'ha de complir la condici�o de Cauchy, �es a dir:

janbn + � � �+ an+pbn+pj < "; 8n > n0; 8p > 0:

Per aix�o t�e inter�es poder escriure l'expressi�o anbn � � � + an+pbn+p de manera convenient; en
concret, si s'escriu Bn = b1 + � � �+ bn; i tenint en compte que bn = Bn � Bn�1, resulta:

anbn + � � �+ an+pbn+p = an(Bn � Bn�1) + � � �+ an+p(Bn+p �Bn+p�1) =

= �anBn�1 + (an � an+1)Bn + (an+1 � an+2)Bn+1 + � � �
� � �+ (an+p�1 � an+p)Bn+p�1 + an+pBn+p;

�es a dir,

[21] anbn + � � �+ an+pbn+p = an+pBn+p � anBn�1 +
p�1X
r=0

Bn+r(an+r � an+r+1);

per qualssevol n > n0 i p > 0. Aquesta expressi�o es coneix com la f�ormula de sumaci�o parcial

d'Abel.

Les proposicions que segueixen donen condicions per garantir que la suma janbn + � � �+
an+pbn+pj pot ser tant petita com es vulgui, i per tant establir la converg�encia de

P
anbn,

mitjan�cant la f�ormula d'Abel.

3.5.15 Proposici�o. (Criteri de Dirichlet.) Si (an) i (bn) s�on dues successions tals que

i) les sumes parcials Bn de la s�erie
P

bn est�an �tades,

ii) la successi�o (an) �es mon�otona decreixent,

iii) lim
n!1

(an) = 0,

aleshores, la s�erie
P

anbn �es convergent.

Demostraci�o:
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Per i) es compleix jBnj < K; 8n 2 N. Per iii), qualsevol que sigui " > 0 existeix un

natural n0 tal que an <
"

2K
; 8n > n0. Ara ja es pot aplicar la f�ormula de sumaci�o

parcial d'Abel per a �tar la suma; en efecte:

janbn + � � �+ an+pbn+pj �

� jan+pBn+p � anBn�1 +
p�1X
r=0

Bn+r(an+r � an+r+1)j �

� jan+pjjBn+pj+ janjjBn�1j+
p�1X
r=0

jBn+rjjan+r � an+r+1j �

� K

 
an+p + an +

p�1X
r=0

(an+r � an+r+1)

!
=

= K(2an) < 2K
"

2K
= "; 8n > n0; 8p > 0:

Noteu que s'ha fet servir que an � 0 i que (an) decreix.

3.5.16 Exemple. Per estudiar la converg�encia de la s�erie num�erica
P sin 2n

n
, es pot aplicar

el criteri de Dirichlet, ja que si s'escriu el terme general de la s�erie com

sin2n

n
=

�
1

n

�
(sin 2n) = anbn;

aleshores la successi�o (an) �es mon�otona decreixent i de l��mit 0 i la successi�o (bn) compleix:

Bn = sin 2 + sin 4 + � � �+ sin 2n =
(sinn)(sin(n+ 1))

sin 1
; 8n 2 N:

Aquesta �ultima a�rmaci�o es pot provar per inducci�o. El cas n = 1 �es trivial; suposat cert per
a un n qualsevol, s'ha de comprovar per a n+ 1:

sin(2n+ 2) = 2 sin(n+ 1) cos(n+ 1) =
2 sin(n + 1) cos(n+ 1) sin 1

sin1
=

=
2 sin(n+ 1)12 (sin(n+ 2)� sinn)

sin 1
=

sin(n+ 1) sin(n+ 2)� sin(n + 1) sinn

sin 1
;

de manera que

sin 2 + sin 4 + � � �+ sin 2n+ sin(2n+ 2) =

=
(sinn)(sin(n+ 1))

sin 1
+

sin(n+ 1) sin(n+ 2) � sin(n+ 1) sinn

sin 1
=

=
sin(n + 1) sin(n+ 2)

sin 1
:
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Per tant es pot escriure:

jBnj = j sin 2 + � � �+ sin 2nj � 1

sin 1
; 8n 2 N;

�es a dir, les sumes parcials Bn est�an �tades. Aix�o fa que es compleixin les tres hip�otesis del
criteri de Dirichlet, i per tant, es pot a�rmar que la s�erie num�erica considerada �es convergent.

3.5.17 Proposici�o. (Criteri d'Abel.) Si (an) i (bn) s�on dues successions tals que:

i) la s�erie
P

bn �es convergent,

ii) la successi�o (an) �es mon�otona i �tada,

aleshores, la s�erie
P

anbn �es convergent.

Demostraci�o:

La successi�o (an) �es �tada; per tant janj � K per a tot n 2 N. Suposeu, a m�es, que �es
decreixent. La s�erie

P
bn �es convergent; aleshores, per la condici�o de Cauchy, donat " > 0

existeix un n0 2 N tal que

jbn+1 + : : :+ bn+pj < "

4K
; 8n > n0 8p > 0:

Considereu la s�erie
X
p�0

bn+p, de sumes parcials (Bn+p)p�0. Segons la f�ormula d'Abel ([4]),

per a cada n > n0 i p � 0 es t�e:

janbn + � � �+ an+pbn+pj �

� jan+pBn+p � anBn�1 +
p�1X
r=0

Bn+r(an+r � an+r+1)j �

� jan+pjjBn+pj+ janjjBn�1j+
p�1X
r=0

jBn+rjjan+r � an+r+1j <

<
"

4k

 
jan+pj+ janj+

p�1X
r=0

jan+r � an+r+1j
!

=

=
"

4K

 
jan+pj+ janj+

p�1X
r=0

(an+r � an+r+1)

!
=

=
"

4K
(jan+pj+ janj+ an � an+p) �

� "

4K
(jan+pj+ janj+ janj+ jan+pj) � "

4K
4K = ":

�es a dir, la s�erie
P

anbn compleix la condici�o de Cauchy i per tant �es convergent.
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3.5.18 Exemple. La s�erie
P 1

n 3n
�es convergent ja que, si s'aplica el criteri d'Abel i s'escriu

1

n 3n
=

1

n

�
1

3

�n
= anbn;

la successi�o (an) �es mon�otona convergent i la s�erie
P�

1

3

�n
�es una s�erie geom�etrica convergent.

3.6 S�ERIES DE NOMBRES COMPLEXOS

3.6.1 Si (zn)n2N �es una successi�o de nombres complexos, an�alogament al cas en que la successi�o
�es real, es pot de�nir una nova successi�o (Sn)n2N de terme n-�esim de�nit per

[22] Sn = z0 + z1 + � � �+ zn; n 2 N

El parell de successions (zn); (Sn) s'anomena s�erie associada a la successi�o (zn) i es designa perX
n�0

zn o b�e
P

zn; el nombre zn s'anomena terme n-�esim de la s�erie i Sn suma parcial n-�esima.

El l��mit de la successi�o (Sn), si existeix, s'anomena suma de la s�erie i s'escriu
+1X
n=0

zn.

An�alogament a les successions complexes, es pot relacionar f�acilment una s�erie complexa
amb dues s�eries reals, ja que si zn = an + bni; n 2 N, aleshores la suma parcial n-�esima Sn val

Sn = (z0 + z1 + � � �+ zn) =

= (a0 + a1 + � � �+ an) + (b0 + b1 + � � �+ bn)i =

= An + Bni

i, en virtut de 2.1.7, la s�erie complexa
P

zn �es convergent si, i nom�es si, ho s�on les s�eries realsP
an i

P
bn; a m�es, es compleix

[23]
+1X
n=0

zn =
+1X
n=0

an + (
+1X
n=0

bn)i

3.6.2 El concepte de converg�encia absoluta �es v�alid tamb�e per a les s�eries de nombres
complexos: es diu que la s�erie

P
zn �es absolutament convergent, si la s�erie

P jznj, que �es
real i de termes positius, �es convergent. La converg�encia absoluta de la s�erie complexa

P
zn es

pot relacionar amb la de les s�eries reals
P

an i
P

bn.
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3.6.3 Proposici�o. Una condici�o necess�aria i su�cient per tal que una s�erie complexaP
zn =

P
(an + bni) sigui convergent, �es que les s�eries reals

P
an i

P
bn siguin absolutament

convergents.

Demostraci�o:

Si an = <zn i bn = =zn es sap que es compleix

janj � jznj i jbnj � jznj; n 2 N
Per tant, si

P jznj �es convergent, aplicant el criteri de comparaci�o (3.2.3) resulta la
converg�encia de les s�eries

P janj i
P jbnj.

El rec��proc �es immediat, tenint en compte que

jznj = jan + bnij � janj+ jbnj
i aplicant novament el criteri de comparaci�o.

3.6.4 D'aquesta proposici�o es despr�en immediatament que si
P

zn �es absolutament convergent,
aleshores

P
zn �es convergent. Aix��, doncs, l'estudi de la converg�encia d'una s�erie complexa es

pot fer de dues formes diferents: la primera �es a partir de les s�eries reals corresponents a les
parts real i imagin�aria del terme n-�esim de la s�erie; la segona �es a partir de la converg�encia
absoluta, especialment si �es dif��cil obtenir les parts real i imagin�aria del terme n-�esim.

3.6.5 Exemple. Es considera la s�erie complexa
P 1 + 2i

2n
. El terme n-�esim de la s�erie �es:

zn = an + bni =
1

2n
+

2

2n
i

Per tant la s�erie considerada �es convergent, ja que les s�eries reals associades s�on dues s�eries
geom�etriques convergents. La suma de la s�erie ser�a:

+1X
n=0

1 + 2i

2n
=

+1X
n=0

(
1

2
)n + 2i(

+1X
n=0

(
1

2
)n) =

1

1� 1
2

+
1

1� 1
2

2i = 2 + 4i

Per estudiar si la s�erie �es absolutament convergent, s'ha de calcular:

jznj = j1 + 2i

2n
j = 1

2n
p
1 + 4 =

p
5

2n
; n 2 N

Aplicant ara el criteri de l'arrel, s'obt�e:

Lr = lim
n

sp
5

2n
= lim

5
1
2n

2
=

1

2
< 1;

i per tant la s�erie �es absolutament convergent.
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Cap��tol 3: Exercicis

1. Si (an) �es una successi�o de nombres reals,

a) demostreu que la s�erie
1X
n=1

(an � an�1) convergeix si, i nom�es si, la successi�o (an)

convergeix.

b) demostreu que
1X
n=1

(an � an�1) = �a0 + lim
n!1 an.

c) fent servir els apartats anteriors, sumeu la s�erie
1X
n=2

ln
�
(1 + 1

n)
n (1 + n)

�
n (lnn) ln (n+ 1)n+1

:

2. Si R(x) �es una funci�o racional (�es a dir, R(x) =
P (x)

Q(x)
on P (x) i Q(x) s�on polinomis),

digueu com �es la s�erie
1X
n=1

R(n) segons els graus dels polinomis P i Q, fent servir els resultats

coneguts sobre la s�erie harm�onica.

3. Discutiu si s�on convergents o no les s�eries:

a)
1X
n=1

lnn

n
;

b)
1X
n=1

1

2n� 1
;

c)
1X
n=1

1

2n � n
;

d)
1X
n=0

(�1)n;

l)
1X
n=1

n+ 1

2n
;

m)
1X
n=1

n2

2n
;

n)
1X
n=1

n

(4n� 3)(4n� 1)
;

o)
1X
n=1

2 + (�1)n
2n

;
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e)
1X
n=2

1p
n(n � 1)

;

f)
1X
n=1

ne�n
2

;

g)
1X
n=1

n!

(n+ 2)!
;

h)
1X
n=2

1

lnn
;

i)
1X
n=2

1

(lnn)n
;

j)
1X
n=2

1

n(lnn)2
;

k)
1X
n=1

1p
n3 + 1

;

p)
1X
n=1

(n!)2

(2n)!
;

q)
1X
n=1

e�n
2

;

r)
1X
n=1

2n� 1

2n
;

s)
1X
n=1

3nn!

nn
;

t)
1X
n=2

(1000)n

n!
;

u)
1X
n=1

3 � 5 � 7 � � � � (2n+ 1)

2 � 4 � 6 � � � � (2n+ 2)
;

v)
1X
n=1

�
1 +

1

n

�n2�1
:

4. Discutiu, segons el valor del nombre real a, la converg�encia de
1X
n=1

an n!

nn
.

5. Demostreu la converg�encia de les s�eries seg�uents, i calculeu-ne la suma:

a)
1X
n=2

1

n(n � 1)
;

b)
1X
n=1

1

(2n� 1)(2n+ 1)
;

c)
1X
n=2

1

n2 � 1
;

d)
1X
n=1

n

(n+ 1)(n + 2)(n+ 3)
;

e)
1X
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
;

f)
1X
n=1

p
n+ 1�pnp
n2 + n

;

g)
1X
n=1

(�1)n�1 2n+ 1

n(n+ 1)
;

h)
1X
n=2

(�1)n(n2 + 1)

2n2(n � 1)(n+ 1)
;

i)
1X
n=1

2

3n�1
;

j)
1X
n=1

2n + 3n

6n
;

k)
1X
n=1

2n + n2 + n

2n+1n(n+ 1)
;

l)
1X
n=1

en + �n

(e + �)n
:
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6. Fiteu l'error que es comet en aproximar e =
1X
n=0

1

n!
per la suma dels N primers termes.

Calculeu, en particular, aquesta �ta quan N = 10. Quants termes cal sumar per obtenir una
aproximaci�o amb un error menor que 10�10?

7. Trobeu a, b, i c de manera que per a tot n � 3 es compleixi

n3

n!
=

a

(n� 1)!
+

b

(n� 2)!
+

c

(n� 3)!
;

i calculeu la suma de la s�erie
1X
n=1

n3

n!
sabent que e =

1X
n=0

1

n!
.

8. Sabent que
1X
n=1

1

n2
=
�2

6
i que

1X
n=0

1

n!
= e , calculeu la suma de:

a)
1X
n=1

1

n(n+ 1)
;

b)
1X
n=1

1

n(n+ 1)2
;

c)
1X
n=2

n+ 2

n2(n2 � 1)
;

d)
1X
n=1

n2 + n+ 1

n!
:

9. Discutiu si s�on convergents o no les s�eries seg�uents i, si ho s�on, establiu quin tipus de
converg�encia tenen (absoluta o condicional):

a)
1X
n=1

(�1)n
n

;

b)
1X
n=1

(�1)n+1p
n

;

c)
1X
n=1

(�1)n
p
n

n+ 100
;

d)
1X
n=1

(�1)n
n
p
n

;

e)
1X
n=1

(�1)n n2

1 + n2
;

f)
1X
n=1

(�1)n n37

(n+ 1)!
:

10. Demostreu que la s�erie
P

(�1)n 1

2n� 1
�es convergent. Estimeu l'error com�es en aproximar

la seva suma per la suma parcial S9. Quina suma parcial s'ha de fer per tal d'assegurar un
error m�es petit que 10�3?
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11. Quants termes s'han de sumar de les s�eries seg�uents, a � d'obtenir el valor de la seva suma
amb un error menor que 10�6?

a)
X

(�1)n+1 1

2n
;

b)
X

(�1)n 1
n
;

c)
X

(�1)n 1

n2
;

d)
X

(�1)n 1

n!
:

12. Calculeu, amb un error m�es petit que una mil�l�esima, les sumes de les s�eries

X (�1)n
2n(n+ 1)

i
X (�1)n

n(n+ 1)
:

13. Estudieu la converg�encia i la converg�encia absoluta de:

a)
1X
n=1

sin(1=n)

n
;

b)
1X
n=1

(1=2) + (�1)n+1(3=2)
E((n + 1)=2)

;

c)
1X
n=3

(�1)n
n(lnn)(ln lnn)

;

d)
1X
n=3

(�1)n
n(lnn)(ln lnn)2

:

14. a) Demostreu que si les s�eries
1X
n=1

a2n i
1X
n=1

b2n convergeixen, aleshores la s�erie
1X
n=1

anbn �es

absolutament convergent.

b) Fent servir l'apartat anterior, demostreu que si la s�erie
1X
n=1

a2n convergeix, aleshores la

s�erie
1X
n=1

an
n

tamb�e convergeix.

15. Si
X

un �es una s�erie de termes positius divergent, demostreu que la s�erie
X un

1 + un
tamb�e divergeix.
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16. Donada una s�erie de nombres reals positius,
X
n�1

xn, es de�neix una nova s�erie,
X
n�1

yn, on

yn =
xn

x1 + x2 + � � �+ xn
:

Proveu que ambdues s�eries tenen el mateix car�acter.

17. Si (xn) �es una successi�o decreixent de nombres positius, proveu que la s�erie
X
n�1

xn �es

convergent si, i nom�es si, la s�erie
X
n�1

2nx2n �es convergent.

Aquesta propietat es coneix amb el nom de criteri de condensaci�o de Cauchy. Apliqueu-la
per estudiar el comportament de les s�eries que tenen per terme general:

xn =
1

n(lnn)�
;

yn =
1

n(lnn)(ln(lnn))�
;

on � �es un nombre real arbitrari.

18. Si (an)n�0 �es una progressi�o aritm�etica de difer�encia d (�es a dir, an = a0 + nd) i (bn)n�0

una progressi�o geom�etrica de ra�o r < 1 (�es a dir, bn = b0r
n), proveu que la s�erie

1X
n=0

aknbn �es

convergent per a tot enter positiu k.

19. Demostreu que si
1X
n=1

an convergeix absolutament i (bn) �es una successi�o �tada, aleshores

la s�erie
1X
n=1

anbn convergeix absolutament.

20. Demostreu que si
1X
n=1

an �es absolutament convergent, aleshores la s�erie
1X
n=1

a2n
1 + a2n

�es absolutament convergent. Apliqueu el resultat anterior per demostrar que la s�erie
1X
n=1

sin2 n

n4 + sin2 n
�es convergent.
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21. Calculeu la suma de les superf��cies dels rectangles R0; R1; R2; : : :, on R0 �es el rectangle de

costats 1 i
1 +

p
5

2
, i Rn �es el rectangle que s'obt�e en suprimir del rectangle Rn�1 el quadrat

de costat el m�es petit de Rn�1.
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Cap��tol 3: Guia de Refer�encies Bibliogr�a�ques

[Ap] APOSTOL, T.M.
An�alisis Matem�atico.

Tot i que l'ordre en la presentaci�o del tema no �es exactament el mateix que el d'aquest
cap��tol, aquest �es un bon text per a la consulta i ampliaci�o de coneixements. El cap��tol 8
(\Series in�nitas y productos in�nitos") inclou, a m�es del que s'ha explicat aqu��, aspectes
referits a s�eries de nombres complexos, un breu tractament de les s�eries parcials, l'estudi
de la converg�encia de les s�eries dobles i les reiterades i una introducci�o a la teoria dels
productes in�nits.

[Di] DIXMIER, J.
Matem�aticas Generales.

Aquest llibre tracta conjuntament les s�eries num�eriques i les s�eries de funcions, en el cap��tol
39. Comen�ca pels conceptes generals i operacions elementals amb s�eries; a continuaci�o
es tracten les s�eries de termes positius i la converg�encia absoluta (estudiada amb certa
extensi�o). Es dedica un apartat a l'estudi del producte de s�eries i �nalment s'estudien les
s�eries alternades. Els exercicis s�on interessants i de nivell alt.

[Gu] GUZMAN, M. DE i B. RUBIO
An�alisis Matem�atico.

Aquest llibre est�a estructurat d'una forma una mica at��pica, per�o la seva lectura pot ser
for�ca interessant per l'estudiant. El cap��tol 2 tracta les s�eries num�eriques (junt amb les
successions); se n'estableixen les de�nicions b�asiques i alguns exemples interessants. El
cap��tol 3 dedica un apartat a les s�eries convergents, especialment les de termes positius. El
cap��tol 4 tracta alguns m�etodes de sumaci�o i la f�ormula de sumaci�o d'Abel. Els exercicis
proposats estan for�ca ben seleccionats.
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[Li] LIN�ES, E.
Principios de An�alisis Matem�atico.

El tema de les s�eries de nombres reals s'aborda als cap��tols 9 (\Series num�ericas") i
10 (\Convergencia absoluta y producto de series"). Com �es norma d'aquest autor, el
tractament �es rigor�os, detallat i complet. La presentaci�o est�a estructurada de forma
semblant en la d'aquest cap��tol i, a m�es, la situaci�o relativa del tema dins el conjunt
de l'obra �es la mateixa.

[Or] ORTEGA, J.M.
Introducci�o a l'An�alisi Matem�atica.

El cap��tol IX (\S�eries num�eriques") t�e un esquema semblant al d'aquest cap��tol. Tanmateix,
la seva inserci�o dins el conjunt del text �es diferent, i en conseq�u�encia presenta certes
difer�encies. Per exemple, exposa el criteri que relaciona la converg�encia de certes s�eries
amb la converg�encia d'integrals impr�opies, que aqu�� no es tracten �ns al Cap��tol 12. S�on
interessants els ap�endixs de m�etodes de sumaci�o i de productes in�nits. Destaquen tamb�e
els exercicis, ben seleccionats i que complementen molt b�e els diferents temes.

[Spv] SPIVAK, M.
Calculus.

Tal com �es habitual en aquest autor, el tractament de les s�eries num�eriques, que fa al
cap��tol 22, �es molt entenedor. Tot i que no �es molt complet, la seva lectura pot ser un
bon complement a aquest cap��tol, respecte del qual presenta algunes difer�encies, degudes
essencialment a les relacions que estableix amb les funcions, que ha estudiat previament.
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