Capitol 3

SERIES NUMERIQUES

Aquest capitol esta dedicat a I'estudi de les séries numeériques, és a dir, les successions
obtingudes per addicié ordenada d’una altra successié. El capitol es desenvolupa tractant de
les séries de nombres reals 1, a I'iltim apartat, es tracten les séries de nombres complexos.

En el primer apartat es defineixen els conceptes basics 1 la terminologia més emprada
habitualment; s’estableix el teorema de Cauchy i s’estudia la série geométrica. En el segon
apartat s’estudien les propietats que resulten de la convergencia d’una serie: condicié necessaria,
suma 1 producte per un escalar i les associacions de termes. A 'apartat segiient es tracten les
séries de termes positius i els criteris de convergencia especifics d’aquestes séries. A continuacid
s’estudien les séries alternades, la seva convergencia i la metodologia general per aproximar la
suma d’una série alternada. L’Apartat 3.5 tracta la convergéncia absoluta i la seva relacié amb
la convergencia ordinaria, la convergencia condicional i el producte de séries.

3.1 CONCEPTE DE SERIE. CONVERGENCIA

Les séries sorgeixen per donar resposta al problema de generalitzar el concepte de suma a
un nombre infinit de termes. Aquesta “suma” requereix ser definida i estudiada, ja que no té
les mateixes propietats que la suma habitual.

3.1.1 Consideri’s la “suma infinita”

U
273 45 6 7

si es designa per A el valor de la sumai es considera que es poden aplicar totes les manipulacions
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92 3. Seéries numeériques

habituals per a la suma de nombres reals, com ara associar o commutar termes, aleshores es
tindria:

1 1 1 1 1
A=1-- - — - - = =<T...=
2+3 4+5 6+
_ 1 1+1 1 1+1 1 1+ B
o 2 43 6 8 5 10 12
1. 1 1 1. 1 .1 1 1
— (=) (=) 4 (== )= =
( Q 4+% 6) ®H5 m) TH
1 1+1 1+1 1+ B
T2 46 810 12
1 1 1 1 1 1

pU-3tg-3ts 5"
1 per tant A = 0. D’altra banda, pero, es compleix:
11 1 1 1 1 1 1 1 1

Al g2yt b g Aoy s
53 1757 6" (I=)+E-P+E-5+>

Aquesta contradiccié pdsa de relleu la importancia de formalitzar de manera precisa el concepte
de “suma infinita” i I'interés d’estudiar-ne les propietats. Aixo és el que es fara al llarg d’aquest
capitol.

3.1.2 Si (a”)neN és una successié de nombres reals; per addicié dels seus termes es pot definir
una nova successié, notada (Ay), mitjangant:

AO = aop,

Al =ag+ ay,

[1] n
An:a0+a1+"'+anzzaka
k=0

El parell de successions (a,) i (A,) s’anomena série associada a la successié (ay,) i, per a cada

n € N, a, s’anomena terme n-esim de la série 1 A,, suma parcial n-ésima de la série. Es habitual

designar la série per E a,, 0 bé E ay; a vegades s’escriu E a, per comoditat de notacid.
n>0 n>1

Si la successié de sumes parcials (A, ) és convergent, aleshores es diu que la successié (ay,)
és sumable; el limit de la successié (A,) s’anomena suma de la série i s’escriu

+ oo
(2] gﬂﬁnzzym

i en aquest cas, es diu que la série Y a,, és convergent.

3.1.3 Exemple. La successié ((—1)"), .y no és sumable, ja que la successié de sumes parcials
(Ap) és:
{ Ay, =0, peN
A2p+1 = 1, pE N
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3.1 Concepte de série. Convergencia 93

que no és convergent; dit altrament, la “suma infinita” : 14+ (=1)4+ 14 (=1) + - - -, no existeix.

1
n(n+1)
1 1 1

3.1.4 Exemple. La successié ( ) és sumable, ja que

n(n+1) n n+l

1 per tant, la suma parcial n-ésima val:

A -1 1+1 1+1 1+ +1 1 1 I n
" 2 2 3 3 4 n n+l n+l n+1
que compleix lir_l{l Ay = 1; en definitiva, es té:
n— 400
+oo 1
D
n:ln(n+1)

S’estudia a continuacié una caracteritzacié molt important de la convergencia d’una série.

3.1.5 Proposicié. (Condicié de Cauchy.) Una condicié necessaria i suficient per a que una
série ) a, sigui convergent és que, per a qualsevol £ > 0, existeixi un natural ng tal que

[3] |ant1 + -+ angp| <&, Vn > ng, Vp € N.

Demostracio:

La convergencia de la série és, per definicid, la convergencia de la successié de les sumes
) )
parcials, (A,). Observeu que la condicié de ’enunciat no és més que la condicié de Cauchy

(2.5.1[7]) per a la successié (A,), ja que
[Antp = An| = lansr + - + anypl-

Ara només cal tenir en compte les Proposicions 2.5.3 1 2.5.5, que asseguren que tota
successio de Cauchy és convergent, 1 viceversa. [

La condicié de Cauchy és de gran importancia teorica; tanmateix, la seva utilitat practica
per establir la convergéncia d’una determinada seérie és molt poca, és a dir, és aplicable en

poques ocasions.

. ., .. .
3.1.6 Exemple. La serie E — és divergent, ja que:
n
n>1

1 1 1 1 1 1 n

1
+ +-- 4+ > + +--+ = — = —.
n+l n+2 n+n n+n n+n n+n 2n 2
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94 3. Seéries numeériques

Per tant, per a 0 <e < % no es compleix la condicié de Cauchy.

3.1.7 Si(ay) i (by) sén dues successions que difereixen en un nombre finit de termes; aleshores,
en virtut de la Proposicié anterior, les séries > a, 1 Y b, tenen el mateix caracter, és a dir, sén
ambdues convergents o ambdues divergents.

Per acabar aquest primer apartat, s’estudia una série molt important, anomenada série
geomeétrica, que s’utilitzara en algunes demostracions posteriors.

3.1.8 Exemple. Serie geométrica.

Si z € R, la successié de poténcies naturals de x és (1,2, 2% 23 - 2" ---); aixd permet
considerar la seva série associada, > 2", anomenada série geométrica, que té per sumes parcials:

[4] Xn:1+x+x2—|—~~~—|—x"22xk, n € N.
k=0

Es tracta d’estudiar la convergéncia d’aquesta série, segons el nombre real . Amb aquest
objectiu, si s’escriu:

Xp=l+z+z2>+ 42"

X, =z+a?+ 42"t
s’obté o

1—2" .
Xp=—— siz#l
1—2

Ara es pot estudiar el limit de la successié (X,,) segons el valor absolut de #:

1) si |#| < 1, aleshores lim "' = 0, de manera que limX,, = i per tant la série

n—00 — X
geomeétrica és convergent;

2) si x| > 1, la successié (X,,) no és convergent, ja que lim |2" | = oo;
n—od

3) si # = 1, aleshores X,, = n, per a tot n € N, i el seu limit és +oo;
4) si # = —1, es compleix

sz = 0, m e N,

Xomp1 = =1, meN,
i per tant (X,) no és convergent.

Resumint, la série geometrica Yz, amb x € R, és convergent si, i solament si, |z < 1,1
en aquest cas la seva suma és:

+co 1
5 — .
5 2=
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3.2 Propietats de la convergencia 95

3.2 PROPIETATS DE LA CONVERGENCIA

A T’Apartat anterior s’ha vist la definicié de série numerica 1 s’ha caracteritzat la seva
convergéncia amb la condicié de Cauchy (Proposicié 3.1.5). Aquest apartat estudia les
consequéncies més importants que es poden deduir de la convergencia d’una série.

La primera propietat de les séries convergents fa referéncia al limit de la successié de
partida.

3.2.1 Proposiciéd. (Condicid necessaria de convergéncia.) Si Y a, és una série convergent,

aleshores lim a, = 0.
n—r 00

Demostracié:
Immediata, prenent p = 1 a la condicié de Cauchy.

També es pot veure directament a partir del fet que a, = A, — A,_1, Ja que llavors es té
lima, =limA, —limA,_; =0. [ |

Aquesta condicié s’utilitza forca sovint per demostrar la divergéncia d’una série; aixi, la
divergeéncia de la serie Y (—1)" de 'Exemple 3.1.3 es pot establir veient que la successié ((—1)")
no té limit 0. Es important observar que la condicié no és suficient; un exemple tipic és ’ano-
menada seérie harmonica.

. . . . 1
3.2.2 Exemple. S’anomena série harmonica a la série numeérica E —. A I’Exemple 3.1.6
n
n>1
s’ha provat que aquesta série és divergent; tanmateix, es compleix la condicié necessaria de

convergéncia, ja que lim — = 0.
n—+4+oo N

La propietat que s’estudia a continuacié estableix un criteri de convergéncia d’una série a
partir del caracter conegut (convergent o divergent) d’una altre série.

3.2.3 Proposicié. (Criteri general de comparacid).

1) Si |an| < ¢, per atot n > ng i la série > ¢, és convergent, aleshores la série Y ay, també és
convergent.

2) Si an > dp > 0 per a tot n > ng i la série > dy, és divergent, aleshores la série > a, també
és divergent.

Demostracio:

1) Es fara aplicant la condicié de Cauchy. Com que Y ¢, és una série convergent, donat un
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96 3. Séries numeriques

€ > 0 existeix ny > ng tal que
lent1 4+ F Cagpl = g1+ Fengp <e, Yn>ny, Vpell
Aleshores, tenint en compte la condicié de ’enunciat es pot escriure:
lant1 + -+ angpl < angi|+ -+ |angp| <engpr+ -+ engp <&, Y >ng, Vp e
Per tant, la série > a, compleix la condicié de Cauchy i aleshores és convergent.
2) Observeu que I’enunciat es pot aplicar només si a,, > 0. Per demostrar-lo, es procedira per

reduccié a I’absurd: si ) a, fos convergent, aplicant 1) ho seria també > d,, la qual cosa
és una contradiccié. ]

3.2.4 Exemple.

1) La série Z(—l)" Sl;n és convergent, ja que

1 "
<—=1=],
<= (5

i la serie 3(1)" és una serie geometrica convergent.

2) La série ) | ﬁ és divergent, ja que ﬁ > % > 0, per atot n € N, i la série ) | % és divergent.

La proposicié seguient estudia la propietat que relaciona la convergéncia amb les operacions
suma 1 producte per escalar dels termes de la serie.

3.2.5 Proposicié. Si ) a, i > b, sén dues séries convergents de sumes respectives A i B, i
A € R, aleshores les seéries Y (an + by) 1 Y. (Aay) sén convergents i de sumes respectives A + B
1 AA.

Demostracié:
Si es designen per (Ay), (Bp) i (Cy) les successions de sumes parcials de > an, > by i
> (an + by) respectivament, aleshores C),, = A, + B, i, per la Proposicié 2.2.3, (C),) és

convergent 1 de suma A + B.

El raonament per a la convergéncia de (AAy) es deixa al lector. ]

3.2.6 La questi6é no és tan immediata pel que fa al producte de seéries. Podria interessar
coneixer la convergéncia de la série > (anby), perod el seu estudi no és tan senzill com en el cas
de la suma, ja que agho + a1by + ...+ anby # (a0 + ...+ an)(bo+ ...+ b,), és a dir, fent servir
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3.2 Propietats de la convergencia 97

notacions analogues a les de la demostracid anterior, en aquest cas resulta C,, # A, B,,. Aquest
tipus de series s’estudien a I’Apartat 3.5.

Sid an i) by sén dues séries numeriques, es defineix el producte d’ambdues com la série
> ep tal que

[6] n :Zakbn—k = aoby + arb,_1 + - -+ anbo
k=0

Tot 1 que aquesta definicid recorda el mecanisme de multiplicacié dels polinomis, tampoc ara
no es pot afirmar que C,, = A, By, 1 per establir la convergéncia de la série > ¢, no n’hi ha
prou amb que les séries > an, 1Y by, siguin convergents; cal una condicié addicional, tal i com
es veura a I’Apartat 3.5.

3.2.7 Sigui ) a, una série numeérica; si (n;) és una successié estrictament creixent de nombres
naturals, es pot definir la successié

bo=ao+ -+ an,,

bl :ang+1+"'+an1;

b] = anj_l-l—l + -+ Clnj,

La serie ) b; s’anomena una associacié de la série a,. La relacié entre la convergéncia
d’ambdues series s’estableix a la proposicié seguent.

3.2.8 Proposicié. Si ) a, és una série convergent de suma A 1 > b; és una associacid de
> ay, aleshores > b; és convergent i de la mateixa suma.

Demostracié:
Les sumes parcials B; compleixen
By =bot 4 by = (a0 oo @ng) oo (g1 4o @) = A,

1, per tant, la successié (B;) és una successié parcial de (A,) que, en virtut de la Proposicié
2.4.3, ha de tenir el mateix limit A. Es a dir, > b, és convergent i de suma A. [

3.2.9 La proposicié anterior és una generalitzacié de la propietat associativa de la suma, per
a les séries. Tanmateix, cal anar amb compte, ja que no es pot afirmar un enunciat reciproc
per dissociar una série, és a dir (mantenint notacions d’abans): si ) b; és una associacié
convergent de Y a,, aleshores no es pot afirmar res sobre la convergéncia de > a,. La rad és
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98 3. Séries numeriques

coneguda: una successié no convergent pot tenir una parcial convergent. Per exemple, la série
Z an = Z 3-(=1)", es pot associar prenent la successié de naturals senars (2j + 1)jeN’ de
n>0 n>0

manera que resulta b; = 0 per a tot j € N. La série > b; és convergent, perd en canvi »  a, 1no
ho és (no compleix la condicié necessaria).

Una observacid final: subratllar que no existeix un resultat analeg per a la propietat
commutativa, el qual només s’obté sota certes restriccions: cal que la série sigui absolutament
convergent per tal que es pugui commutar I’ordre dels seus termes (vegeu I’Apartat 3.5).

3.3 SERIES DE TERMES POSITIUS

Aquest apartat estudia un tipus particular 1 forca interessant de seéries numeriques,
anomenades de termes positius; destaca el gran nombre de criteris de convergéncia especifics
per a aquestes series.

3.3.1 ©Si els termes d’una successi (a”)neN compleixen la condicié a, > 0, per a tot
n € N, aleshores la série ) a, s’anomena série de termes positius. Observeu que en aquest
cas les sumes parcials A, sén positives i que la successié (A,) és monotona creixent, ja que
an, = An — Ap_1 > 0,1 per tant A, > A,_1, per a tot n € IN.

A continuacié comengca ’estudi d’alguns criteris per establir la convergencia d’aquest tipus
de séries numeriques.

3.3.2 Proposicié. Una condicié necessaria i suficient per a que una série de termes positius
sigui convergent és que la successié de sumes parcials sigui fitada superiorment.

Demostracié:
Si la serie és convergent, aleshores és fitada, segons la Proposicié 2.2.2. Si la serie és fitada

superiorment, com que és creixent, és convergent, en virtut de la Proposicié 2.3.4. A més
es compleix que la suma de la seérie és el suprem del conjunt de sumes parcials. [

3.3.3 Proposicié. (Criteri de comparacié per pas al limit.) Si Y a, i > by sén dues séries

numeriques de termes positius tals que existeix el limit

aleshores es té:
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3.3 Séries de termes positius 99

1) si L € R — {0}, les dues séries tenen el mateix caracter;
2)si L =01 b, és convergent, aleshores ) a, és convergent;
3)si L =+40c0i) b, és divergent, aleshores > a, és divergent.
Demostracio:

1) Sie > 0, existeix un natural ng tal que

a
b—n—L‘<6, per a tot n > ng,
n

és adir, (L —¢) < Z—n < (L +¢),iper tant (L —¢e)b, < an < (L 4+ €)by,, per a tot n > ny.

n
Si la série > by, és convergent, també ho és Y (L 4 €)by, i, per comparacid, la série > a, és
convergent. Analogament,si }_ b, és divergent, també ho és Y (L —e)by, i, per comparacid,
la série >~ a, és divergent.

2) Si L = 0, aleshores per a qualsevol &€ > 0 existeix un natural ng tal que

< g, peratotn>ng,

-
bn
és a dir a, < gb,, per a tot n > ng. D’aqui resulta immediatament la conclusié.

3) Si L = 400, aleshores per a qualsevol &€ > 0 existeix un natural ng tal que

> g, peratotn > ng,

by

és a dir a, > eb,, per a tot n > ng. D’aqui resulta immediatament la conclusié. [

3.3.4 Exemple. Series de Riemann o séries harmoniques generalitzades.

S’anomenen séries harmoniques generalitzades o de Riemann, les séries numeriques:

8] Znia,cwo.

n>1

Ja s’ha vist que, per a = 1, la série corresponent és divergent.

Si 0 < o < 1, el criteri de comparacié assegura que la série » — és divergent, ja que

1 1
— < — per atotn> 1.
n n«

© Els autors, 1998; © Edicions UPC, 1998.



100 3. Séries numeriques

Finalment, si a > 1, es veura que la série és convergent. Les sumes parcials d’aquesta serie
sén ) ) )
H =1 + o + 3—a + -+ n—a, n Z 1,

de manera que (Hp) és una successié creixent. Només caldra demostrar que té una parcial
convergent per assegurar que és convergent. Considereu, doncs, la parcial
1 1 1 1 1 1 1 1

Hontr_ 1_1+(—+3—Q)+(—+—+—+—)+..~+((2n)a+"'+m):

S L U I S I i
g g 4o 4o 4o 4o (2n)oc (2n)oc -
n k n
1 1 1 1
—1 T _ N (gleayk
+ 204—1 + 404—1 + + (2n)a—1 ;;) (204—1) ;;)( )

En ser a > 1, es t¢ 0 < 2'7% < 1, de manera que (Hsn41_1) estd majorada per la suma parcial
n-ésima d’una série geomeétrica convergent. En conseqiiéncia, (Hgn+1_1) és convergent.

2¢v/3n+1
VhnS 4+ 3n3 41
amb la serie harmonica generalitzada amb a = 2:
2vn+1
Vs + 33 + 1
L= lim Von2 4 3n 4 1 3n =2

n—od

3.3.5 Exemple. La série Z és convergent. Aix0 es comprova comparant-la

n?

Es molt frequent aplicar la Proposicié 3.3.3 tot comparant la série donada amb una serie
harmonica convenient, tal com s’ha fet a I’Exemple anterior. Aixo déna lloc al proper criteri.

3.3.6 Proposicid. (Criteri de Pringsheim.) Si ) ay és una série de termes positius i si existeix

un nombre a tal que

9] L, = nh_}n(}on an, # 0,
aleshores es compleix:

1) si L, és finit i o > 1, la série ) a, és convergent;

2) si o < 1, la série > a, és divergent.

Demostracio:

Immediata, tenint en compte la Proposicié 3.3.3 1 I’Exemple 3.3.4, és a dir, per comparacid
amb la série harmonica generalitzada. ]
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3.3 Series de termes positius 101

3v/3n—5
VI3 —9n +6
. . 3Bn—=5 . 33 pate
L, = lim n®————e = lim —————,
n—o00 ‘/7713—971—1-6 n—o00 \/777,5

3.3.7 Exemple. Considereu la série Z Si es calcula el limit

s’observa que L, = si a = 1; per tant la série considerada és divergent.

V3
Vi

3.3.8 Proposicié. (Criteri de arrel o de Cauchy.) Si Y a,, és una série de termes positius i
es considera el limit
[10] Ly = lim /a, € R,

n—od

aleshores es compleix:

1) si Ly > 1, la série ) a, és divergent;

2) si Ly < 1, la serie Y ay, és convergent;

3) si Ly = 1, el criteri no permet afirmar res sobre el caracter de la série 3 ay,.
Demostracié:

1) Si L, > 1, existeix un nombre natural ny tal que
Ya, > 1, per atot n > ng;

per tant a, > 1 per a tot n > ng, de manera que lima, # 0 i no es compleix la condicié
necessaria de convergencia.

2) Si L, < 1 existeix un nombre real r tal que L, < » < 1 i per tant existeix un natural n;
tal que
Jan, <1, per atotn>ng;

és a dir, a, < " per a tot n > ny, per tant, per ser r < 1, la série Y a, és convergent, ja
que esta majorada per una série geometrica convergent.

1 1
3) La série ) — és divergent i la série ) — és convergent, en virtut de I'Exemple 3.3.4, i
n n

tanmateix s’obté L, = 1 per a ambdues séries. [

n
2n+1

L, =li n nl/n—1<1
o =M\ 9 ¥ T Ty

n
3.3.9 Exemple. La serie ) ( ) és convergent, ja que, aplicant el criteri de I’arrel,
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3.3.10 Proposicid. (Criteri del quocient o de D’Alembert.) Si > a, és una série de termes
positius 1 si existeix el limit

[11] Ly = lim 24

n—o00 Ay

eR,

aleshores es compleix:

1) si Ly > 1, la série Y a, és divergent;

2) si Ly < 1, la série ) a, és convergent;

3) si L, = 1, el criteri no permet afirmar res sobre el caracter de la série )" ay,.
Demostracié:

Ja ha estat demostrat que si

an
lim a:1 =1L,
aleshores
38, Van = La
(vegeu el Corol-lari 2.6.8). ]

3.3.11 Exemple. La serie Y — és divergent ja que, aplicant el criteri del quocient, resulta
n

2n+1
n+1 _ li

ﬁ n+1

n

=2>1.

Ly =1lim

Quan el criteri del quocient no permeti decidir sobre el caracter d’una determinada série (i
per tant tampoc no ho pugui fer el criteri de I’arrel), pot ser util aplicar el criteri que s’estableix
a la proposicié seguent.

3.3.12 Proposicié. (Criteri de Raabe.) Si > ay és una série de termes positius i existeix el
limit

[12] Ly = lim n (1 - “"—“) (L, € B),

n—o00 Ay
aleshores es compleix:

1) si L, > 1, la série Y a, és convergent;
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2) si Ly < 1, la série > a, és divergent.
3) si L, = 1, el criteri no permet decidir.
Demostracié:

1) Si L, > 1, per a cada ¢ > 0 existeix un natural ny tal que

a
n(l—Z—H)>1+5, per a tot n > ng,
n

és a dir
(n—1)an, — napy1 > €an, Pper a tot n > ng.
S’escriuen unes quantes d’aquestes desigualtats:
NoGng+1 — (Mo + 1)angta > €dngt1
(no + Dang2 — (no + 2)an,43 > €angta
(no + 2)ang+s — (o + 3)ano42 > €anyts

(no +p— Dang+p — (0 + P)anetpt1 > Engtp,
on p € N i sumant-les s’obté
Nolng+1 > N0Ang+1 — (R0 + P)Angtpt1 > E(@ngt1 + -+ Gngp),

per a tot p € N, és a dir
o
pogt1 + o F Apgyp < ?amﬁ_l, per a tot p € N.

La successié de sumes parcials és fitada superiorment i, per tant, (Proposicié 3.3.2) la série
és convergent.

2) Si L, < 1, existeix un natural ny tal que

a
n(1l— n—+1) <1, peratotn>ng,
QAn
és a dir
(n—1)ap — napy1 < 0, per atot n > ny.
Conseqiientment, la successié ((n—1)ay) és creixent, i per tant, lim(n—1)a, = € R, amb
[ # 0; aplicant el criteri de Pringsheim, resulta que > a, és divergent. [

2n)!
3.3.13 Exemple. Si es considera la série ) %, aplicant el criteri del quocient s’obté
o (n!
(2(n 4+ 1)
n+l DE (2 2)(2 1
P G (CES VLN IS CIE S\
(2n)! 4(n + 1)?

4 (n)2
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104 3. Seéries numeériques

1 per tant no es pot afirmar res per aplicacié del criteri del quocient ni pel criteri de I’arrel.
Calculant ara el limit

L. =limn (1 _ W) e+ 1

Rk e e? A
A(n+ 1) Ant12 257

es pot afirmar que la série considerada és divergent, per aplicacié del criteri de Raabe.

3.3.14 Observeu que es disposa ja d’una bona quantitat de criteris per establir la convergéncia
d’una série de termes positius; en canvi, no és tan senzill establir una metodologia per calcular
la suma d’una serie. A ’apartat 3.1 s’ha vist una série de la qual es pot calcular la suma quan
existeix: la série geometrica; a continuacid es mostren algunes tecniques de sumacié de series,
mitjancant dos exemples. En general, obtenir el valor de la suma d’una série no és una feina
facil, 1 molts cops s’opta per buscar valors aproximats, concretament, per aproximar la suma
d’una seérie pel d’una de les seves sumes parcials.

(o]

3.3.15 Exemple. Si 0 < || < 1, es tracta de calcular Z nA" (comproveu que aquesta série
n=1

és convergent). La suma parcial n-ésima és

Ay = A+ 2224303 + - 4+ nA"?,
1 per tant
My = A2 420 430 4 At
Restant membre a membre, s’obté
(1=X)A, = A+ AT+ A3 4 A" — At
/\n+1

1
Ap= —— A+ A+ A" —n
A A X =t

R Ant A A
SRR NP U T = = .
1—/\; 1m<”1—A) T-X1-x (1-n?

i nA" = lim A4,,

n=1

3.3.16 Exemple. Qualsevol série de la forma

1
ZW’ amb P(n)=as+ain+---+an’, ap #0, p> 2,

és convergent (criteri de Pringsheim). Es pot calcular la suma d’algunes d’aquestes séries

mitjancant la descomposicié de la fraccié racional en suma de fraccions simples. Vegem-

n
ne un cas concret: si P(n) = n(n+ 1)(n + 2), aleshores

| a, b ooc 12, -1 12
nn+(n+2) n n+l n+2 n n+l n4+2
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3.3 Séries de termes positius 105

Com que a + b+ ¢ = 0, en calcular les sumes parcials es van eliminant les fraccions

c b a
— tot n > 3
=242 o1 Tp Prrtotnzs

1 per tant es compleix:

/2 -1 1/2 1/2 -1 1/2 1
A, = 1—4+ —+ = i ]
1 +2+ 2 +n—|—1+n—|—1+n—|—2 4 n4+1 n+2

Finalment, resulta

1 n
3.3.17 Exemple. A I’Exemple 2.3.6 s’ha provat que la successié (1 + —) és convergent 1
n
s’ha designat per e el seu limit. Es tracta ara de provar la igualtat
n +o00
. 1 1
[13] e= nlingo (1 + g) = E_O e

La convergencia de la série és immediata aplicant, per exemple, el criteri del quocient. Per
establir el valor de la suma, es fa servir la igualtat seguent:

<1+l)n:1+n.%+n(n—l).i+n(n—1)(n—2).i+

n

_|_ T =
n. n
1 1 1 1 2
_1+1+5(1—5)+§(1—5)(1—5)+~
1 1 2 n—1
—(1-=)1-= 1- .
(=) (1= o) (1= =)

1 per tant es complira:

n n + oo
. 1 . 1 1
e =t (1) SpmY =Yg

o
op' 0

Per altra banda, de la igualtat inicial s’obté ara la desigualtat

4l n>1+1+1(1 1)+ +1(1 1)(1 2 m—1
n - 2! n m! n
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106 3. Séries numeriques

per a tot m fixat, m < n, 1 aleshores es complira:

1 n
e = lim (1 + —) >
n—o00 n

1 1 1 1 2 m—1
> lim (1+414=-(1-)+- 4+ —(1-)1=-2)---(1- =
_nl—>Holo< + +2!( n)+ +m!( n)( n) ( n ))

11 1 21
:1+1+5+§+'”+M:ZH’
p=0

per a qualsevol m € N, de manera que

m + oo
. 1 1
= ez Jim =2

Les desigualtats [14] i [15] impliquen la igualtat [13].

3.4 SERIES ALTERNADES

Aquest apartat estudia breument unes seéries numeriques denominades alternades 1 els
criteris de convergeéncia que es poden aplicar de manera especifica en aquest cas.

3.4.1 Si (a”)neN és una successiéo de nombres reals positius, aleshores s’anomenen series
alternades les séries numeériques

[16] d=ran i > (-1)"Ma,

Observeu que la una és "'oposada de I’altra. Sén exemples de séries alternades:

—1\» o 1 1-2--n n
S EV ey B ey 55T @it

Per a les séries alternades existeix un criteri de convergencia especific, que és ’establert a
la proposicié seguent.

3.4.2 Proposicié.  (Criteri de Leibniz.) Si (a,) és una successié mondtona decreixent i
lim (ay) = 0, aleshores les séries alternades [16] sén convergents.
n—r 00

Demostracio:
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3.4 Series alternades 107

Si la série alternada és, per exemple, > (—1)"a,, aleshores la suma parcial n-ésima és
Ap=ay—ar1+az—as+ -+ (-1)"a,, neN.

Es poden considerar les successions parcials d’index parell, (Azp)pEN; 1 d'index senar,
(AZP‘H)peN’ 1 aleshores es compleix:
Agp — Azp_o = azp —agp_1 <0, ipertant Agy < Agp o

Aopy1 — Asp_1 = —aspi1 +az, >0, ipertant Agppq > Agp_y.

Observeu que s’ha aplicat la monotonia de (a,). Aixd prova que la successié (Asp) és
monotona decreixent 1 que la successié (Asp41) és monotona creixent; per tant s’ha de

complir:
lim (As,) =L ERU{—0c0};
Jim (Azp) = Ly € RU{—oo};
lim (A2p+1) =L, eRU {—|—OO}
P00
Pero per hipotesi, (a,) — 0 1, per tant, im(Aapy1 — Asp) = lim (asp41) = 0, és a dir,
p—r0o
Ly = Ly € R, de manera que la série > (—1)"a, és convergent. El mateix resultat s’obté
per a la série > (=1)"Tta,, ja que és la oposada de la série anterior. ]

Tal com s’ha dit a I’Apartat 3.3, és molt frequent aproximar el valor de la suma d’una
série per una suma parcial adequada. El problema, en aquests casos, és tenir una fita de I’error
comes en fer una tal aproximacié. En el cas de les séries alternades, és possible obtenir una
fitacié molt senzilla, en funcié del terme general de la serie, tal com s’exposa a la proposicié
seglient.

3.4.3 Proposicid. Sila successié (ay,) compleix les condicions de la Proposicié 3.4.2, aleshores

+ oo n
[17] Z(—l)kak — Z(—l)kak < dny1, peratotn €N
k=0 k=0

Demostracio:

Si designem per A la suma de la série, la demostracié de la Proposicié anterior mostra
que A és major o igual que qualsevol suma parcial senar, 1 també que és menor o igual
que qualsevol suma parcial parell; en resum, A es troba sempre entre dues sumes parcials
consecutives qualssevol. En conseqiiéncia, fent servir la mateixa notacié d’abans, es té:

[18] |A - An| S |An+1 - An| = an+1, PpPera tot n € I.
]
La fitacié [18] serveix per saber, donada una certa tolerancia, quina suma parcial cal

determinar per obtenir el valor de la suma de la serie amb un error més petit. Més concretament,
si € és la tolerancia o error maxim admes, només cal imposar a, 41 < € per garantir |[A—A,| < ¢.
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108 3. Séries numeriques

. 1, . . -
3.4.4 Exemple. La série alternada > (—1)"— és convergent, ja que compleix les condicions
n

del criteri de Leibniz. Per tal d’aproximar la seva suma amb un error menor que 0.05, cal saber
quina suma parcial s’ha de calcular per tal de tenir I’aproximacié desitjada:

1
p41 = —— <005 si n+1> 20,
n

) 0.05

per tant, cal calcular Asg. Llavors, Az = —1+ % — % +...4 21—0 = —0.66 és el valor aproximat
de la suma de la seérie, amb un error més petit que 0.05.

3.5 CONVERGENCIA ABSOLUTA
Si Y a, és una série numérica, hi ha una série de termes positius molt directament

relacionada amb ella: la série ) |a,|. Aquest apartat tracta les interrelacions entre la
convergencia d’ambdues séries 1 algunes de les consequéncies que se’n poden deduir.

3.5.1 Una série numerica y  a, es diu absolutament convergent si la série de termes positius
> |an], és convergent.

3.5.2 Exemple.

. 1, . . .
1) La serie Z(—l)”Q—n és absolutament convergent, ja que la seérie de valors absoluts és una

geomeétrica convergent.

. 1 , . . .
2) La série Y (—1)"— no és absolutament convergent, ja que la série de valors absoluts és la
n

serie harmonica.

La proposicié segiient estableix una primera relacié entre la convergencia 1 la convergéncia
absoluta d’una série.

3.5.3 Proposicid. Si una série és absolutament convergent, aleshores és convergent.
Demostracio:

Es tracta d’aplicar el teorema de Cauchy (3.1.5), tenint en compte la convergéncia de la
série Y |a,|. Aleshores,

|ang1+ -+ angp| <langa|+ -+ langp| =
= ||ansi]+ -+ |angpl| <&, V> ng, YpEN,
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3.5 Convergencia absoluta 109

i per tant > a, és convergent. ]

3.5.4 El segon cas de ’Exemple 3.5.2 posa de manifest que el reciproc de la proposicié anterior
no és cert, ja que la série Z(—l)"— és convergent (vegeu I'Exemple 3.4.4) i en canvi no és
n

absolutament convergent. Una serie que compleix aquesta condicié s’anomena condicionalment
convergent. Es a dir, una série ) _ a, és condicionalment convergent, quan la série Y a, és
convergent perd la série Y |ap| és divergent.

3.5.5 Hi ha dues altres séries de termes positius relacionades amb una série numerica, que
3
permeten caracteritzar la seva convergéncia absoluta: son les séries > af 15 a;, definides per

Gy, 81 Gy > 0, —Gp, 81 ap < 0,

[19] at = a, =

n 0, altrament; 0, altrament.

Es habitual anomenar aquestes seéries “la série dels termes positius” 1 “la serie dels termes
negatius” de > a,, respectivament. La relacié entre la convergéncia d’aquestes series i la de
> a, s’estableix a la proposicié segiient.

3.5.6 Proposicié. Una condicié necessaria i suficient per tal que una série ) a, sigui
absolutament convergent és que les séries > at 1 > a, siguin convergents. Aleshores, es
compleix:

[20] Zan:Za:—Za;.

n=1 n=1 n=1

Demostracio:

Noteu que es pot escriure

|an|+an . - |an|_an
e — 1 a =

Cl+ = e —
n 2 n 2

de manera que, si ) a, és absolutament convergent, aleshores sén convergents les séries
> lan] i3 ay i, trivialment, també sén convergents les series > atf 1> a, .

Reciprocament, també es pot escriure
lan| = a;f +a;.
Aixi; si S ab i > a; sén convergents, també ho és > |ay]|.

Per acabar, és evident que a, = a} — a,, de manera que A, = AF — A; i d’aqui

Sap =Y af —>a;. [
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3.5.7 L’estudi de la convergencia absoluta d’una série és molt interessant, ja que sén moltes les
técniques per tractar amb series de termes positius. A més, la convergencia absoluta, en ser una
condicié més forta de convergencia, resulta molt potent, tal com es manifesta a les proposicions
segtients. En primer lloc es tracta un problema que restava pendent: el de la reordenacié dels
termes d’una seérie.

3.5.8 Si o és una bijeccié de N en N i) a, és una série numérica, s’anomena reordenacid
de la série a la série ) ay(n); la proposicié segiient mostra una propietat important de les
reordenacions.

3.5.9 Proposicié. (Propietat commutativa de les séries de termes positius.) Si Y a, és
una seérie de termes positius convergent, aleshores qualsevol reordenacié ) ag(n) de D a, és
convergent 1 té la mateixa suma.

Demostracié:
Si es designa per A la suma de la série ) a,, és obvi que les sumes parcials de la série

Y o(n) estan fitades superiorment per A (ja que tots els termes sén positius). Per tant,
> ao(n) és convergent i la seva suma B satisfa B < A.

1

D’altra banda, prenent I’aplicacié inversa o~ ', es pot considerar la série > a, com una

reordenacié de ) ds(n), i un raonament analeg a I’anterior permet afirmar que A < B. =

Aquest resultat permet relacionar la convergencia d’una série qualsevol 1 la de les seves
reordenacions.

3.5.10 Corol-lari. Si una série és absolutament convergent, aleshores totes les seves reordena-
cions sén convergents 1 tenen la meteixa suma.

Demostracié:
Immediata, considerant les séries > al 15 a; iaplicant la proposicié anterior. ]

Es important saber que, si una série és condicionalment convergent, no només no es té la
propietat anterior, siné que és possible reordenar-la per tal d’obtenir una suma qualsevol.

3.5.11 Proposicié. (Teorema de Riemann sobre reordenacions.) Si Y ay, és condicionalment
convergent, per a cada A € R és possible trobar una reordenacié de " a, tal que ) a,(n) = A.

Demostracio:
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En primer lloc, noteu que el fet que > a, convergeixi i . |a,| divergeixi fa que > a} i
>~ a,; divergeixin. En conseqiiéncia, si es suposa A > 0, existeix un ng tal que

nao ng—1
Z at > A mentre que Z af < A.
n=0

n=0

A continuacié és possible trobar un mg tal que

Mo Mo 7o mo—1
+ - + -
E ay — E a, < A mentre que E ay — E a, > A.
n=0 n=0 n=0 n=0
Es pot seguir procedint d’aquesta manera, 1 s’obté una serie

+ + - - + + - -
ag + ... tap, —ag — .. =Gy Ty T T Ay TG T T Oy,

que no és més que una reordenacié de > a,. La série aixi obtinguda és convergent i la seva
suma és A, ja que esta construida de manera que, si anomenem

7o NEe41
+ _ + + — A +
AO - an ’ Ak+1 - Ak + Z ana
n=0 n=ng+1
mo Mr41
Ag = O_Zan’ ri1 = Aip — Z p s
n=0 n=mg+1

es té
Ay —Al<qf, 1 A7 =A<,

Com que la série Y | a,, és convergent, la successié (ay,) té limit 0, 1 aixi també les successions

(af )i (ay,,), de manera que la nova série té efectivament la seva suma igual a A. ]

A 3.2.6 s’ha definit el producte de dues séries numeériques, perd no s’ha establert cap criteri
de convergencia; aquesta qiiestié es tracta al teorema seguent.

3.5.12 Proposicié. (Teorema de Mertens.) Siy  a, i) b, sén dues séries numeériquesi y ¢,
la série producte de les anteriors, definida segons 3.2.6, aleshores si les dues primeres séries sén
convergents 1 de sumes respectives A 1 B 1 almenys una d’elles ho és absolutament, la serie
producte és convergent 1 de suma AB. A més, si les dues séries sén absolutament convergents,
el seu producte també ho és.

Demostracio:

Suposeu que > a, és absolutament convergent. Si es designen per (A,), (By) i (Cy) les
successions respectives de sumes parcials, es compleix lim(A,) = A i lim(B,) = B. El
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terme general C), es pot escriure
Ch=ci+ - +cy=arby+ (arby +asb) + -+ (arby + -+ apby) =
=a(bhi+ -4+ bp) Fas(br+ - Fbyo1)+ - anb =
=By +asBy_ 1+ +a, B =
=ai(B+ By —B)+a:(B+ Bao1 —B)+ -+ an(B+ B1—B) =
=A,B+ (a1(Br, — B) + a2(Bp-1 — B)+ -+ a,(B1 — B)) = A, B+,
Es tracta de provar ara que
limr, = lim(a;(By — B) + a2(Bp—1 — B) + -+ -+ an(B1 — B)) = 0.
En efecte: si A és la suma de la série 3 |a,| (que és convergent per ser-ho 3 a,
absolutament), la successié (B, — B) té limit 0 i per tant, per a qualsevol € > 0 existeix
un natural ng tal que |B, — B| < _L, per a tot n > ng; d’altra banda, per a ng

2A+1)

fix, existeix un n; tal que

[(By — B)an + -+ (Bng — Ban—no+1| < per a tot n > nq,

€
2’
ja que (an) — 01 hi ha un nombre finit de termes. Ara, es pot ja afirmar que, per a tot
n > max{ng, ny },

[ral < |(Byr = B)an + -+ (Bng — B)an—no41]+

+ |(Bnot1 — B)an—ny, + -+ (By — Blai| <
&

€ e €
>+ gl £t < G4 5 =e
la qual cosa acaba la demostracié de la primera part del teorema. Si les series > ap i
> b, sén ambdues absolutament convergents, aleshores la série producte »_ ¢, és també
absolutament convergent; en efecte, és suficient establir que la successié de sumes parcials
(ler] + -+ lenl), ey és fitada, la qual cosa resulta immediatament:

el + -+ lenl < larlloa] + (Jar[[ba] + fazl[br]) + - - - + (Jar]|bn] + - - + [an][ba]) <
< (laaf+ -+ lan ) (b2 + -+ [ba]).

<

3.5.13 Exemple. Si «o,f € R, es tracta d’estudiar la convergéncia de la série ¢, =

3 (a+ )"

——, provant que és la serie producte de dues series absolutament convergents. En
n!
efecte:

(a+B)" _

n!

1
= (a”+na”‘1ﬁ+~~+ (Z)a”"“ﬁk+m+ﬁ”) =

Cpn =

n n -k gk
_ 1 Lan—kﬁk_zLﬁ__
- ' - -

nlk:o kl(n—k) = (n—k)! k!

n n—1 n—2 2 n—1 )
ot e et e 8

n! (n—1)11  (n—2)2 IT(n=1)1" nl
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n!

. . a” " . .. .. a
Aixd prova que es compleix > ¢, = (Z ) (Z ﬁ—') Perd les séries numériques — i
n! n!

> ﬁ—' sén absolutament convergents (apliqueu, per exemple, el criteri del quocient) i, per tant,
n

la série producte és absolutament convergent.

3.5.14 En determinats casos, per a estudiar la convergéncia d’una série | «, és 1til expressar
el seu terme general com a producte de dos factors ay, i by, és a dir, escriure Y oy = > apnby,
(n € N). Observeu que no es tracta d’un producte de séries, tal i com s’ha definit a 3.2.6. Per
a la convergéncia de > anb, s’ha de complir la condicié de Cauchy, és a dir:

lanby + 4 angpbnyp| < ¢, VYn > ng, Vp > 0.

Per aixo té interés poder escriure l'expressié anby - -+ + @pypbnip de manera convenient; en
concret, si s’escriu By, = by + - - + by, 1 tenint en compte que b, = B, — B, _1, resulta:

apby, + -+ an-l—pbn-l—p = an(Bn - Bn—l) +--- 4+ an-l—p(Bn-I—p - Bn+p—1) =
= —apnBn_1+ (an - an+1)Bn + (an+1 - an+2)Bn+1 + -

“ At (@ngp—1 = @ntp) Batp—1 + @ngp Bagp,

és a dir,
p—1

[21] anbn + -+ an-l—pbn-l—p = an+an+p - aan—l + Z Bn+7‘(an+r - Cln+7-+1),
r=0

per qualssevol n > ng 1 p > 0. Aquesta expressié es coneix com la formula de sumacié parcial

d’Abel.
Les proposicions que segueixen donen condicions per garantir que la suma |a,b, + - -+

Un4pbnyp| POt ser tant petita com es vulgui, i per tant establir la convergéncia de >~ a, by,
mitjancant la férmula d’Abel.

3.5.15 Proposicié. (Criteri de Dirichlet.) Si (ay) 1 (bs) sén dues successions tals que
i) les sumes parcials B, de la série > b, estan fitades,

ii) la successié (ay) és monotona decreixent,

i) nh_}n(}o(an) =0,

aleshores, la série Y a, by, és convergent.

Demostracio:
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Per i) es compleix |B,| < K, Vn € N. Per iii), qualsevol que sigui £ > 0 existeix un

natural ng tal que a, < ¥Yn > ng. Ara ja es pot aplicar la formula de sumacié

parcial d’Abel per a fitar la suma; en efecte:

lanbn + -+ an+pbn+p| <

p—1
S |an+an+p - aan—l + ZBn+7‘ (an+r - an+7‘+1)| S
r=0
p—1
< langpl|Bngpl + lanl|Br-1] + Z |Brgrllantr — ngrqr| <
r=0
p—1
<K (an+p +ap + Z(an+r - an+7‘+1)) =
r=0
- . &
= K(2ayn) < 2K 5K =53 Vn > ng, Vp > 0.
Noteu que s’ha fet servir que a, > 01 que (a,) decreix. ]

sin 2n

3.5.16 Exemple. Per estudiar la convergencia de la série numeérica , es pot aplicar

el criteri de Dirichlet, ja que si s’escriu el terme general de la série com

n2 1
SR _ (—) (sin2n) = apby,
n

n

aleshores la successié (a,) és monotona decreixent i de limit 0 1 la successié (by,) compleix:

(sinn)(sin(n + 1))

sin 1

B, =sin2+sin4d+4 .- 4+sin2n = , VneN.

Aquesta ultima afirmacié es pot provar per induccié. El cas n = 1 és trivial; suposat cert per
a un n qualsevol, s’ha de comprovar per a n + 1:

2 s1 1 1)sin 1
sin(2n + 2) = 2sin(n + 1) cos(n + 1) = sin(n + )(.:osl(n + 1) sin =

sin
2sin(n + 1)%(sin(n +2) —sinn) _sin(n 4 1)sin(n + 2) —sin(n + 1)sinn

sin 1 sin 1

bl

de manera que

sin2 4 sind + - - - 4+ sin 2n 4+ sin(2n + 2) =
_ (sinn)(sin(n + 1)) n sin(n 4+ 1) sin(n 4+ 2) —sin(n + 1)sinn

sin 1 sin 1
_sin(n + 1) sin(n + 2)

sin 1
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3.5 Convergencia absoluta 115

Per tant es pot escriure:
. . 1
|Bp|=|sin2+4---+sin2n| < —, VYneN,
sin 1

és a dir, les sumes parcials B, estan fitades. Aixo fa que es compleixin les tres hipotesis del
criteri de Dirichlet, i per tant, es pot afirmar que la série numerica considerada és convergent.

3.5.17 Proposicié. (Criteri d’Abel.) Si (apn) i (by) s6n dues successions tals que:
i) la série > b, és convergent,

ii) la successié (ay) és monotona i fitada,

aleshores, la série Y a, by, és convergent.

Demostracié:

La successié (ay,) és fitada; per tant |a,| < K per a tot n € N. Suposeu, a més, que és
decreixent. La série ) b, és convergent; aleshores, per la condicié de Cauchy, donat ¢ > 0
existeix un ng € N tal que

|bn+1—|—...—|—bn+p|<— ¥Yn > ng Vp>0

€
1K’

Considereu la serie Z bnp, de sumes parcials (By1p)p>0. Segons la férmula d’Abel ([4]),
p20

per acadan >ngip >0 es té:

lanbn + -+ an+pbn+p| <

p—1
S |an+an+p - aan—l + ZBn+7‘ (an+r - an+7‘+1)| S
r=0
p—1
< langpl|Bngpl + lanl|Br-1] + Z |Brgrllantr — ngrqr] <
r=0
€ =
< 1k (|an+p| +lan|+ Z |angr — an+r+1|) =
r=0
€ =
= 1K (|an+p| + an| + Z(an-l—r - an+r+1)) =
r=0
€
= 11 Uantpl +lan] +an = angp) <
€ £ .
< 1 Uantpl +lan] +lan] +fantp]) < AR =c.
és a dir, la seérie Y anb, compleix la condicié de Cauchy i per tant és convergent. ]
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3.5.18 Exemple. La serie )

és convergent ja que, si s’aplica el criteri d’Abel 1 8’escriu

n 3"
1 L /1\"
v =) =

n
. . . 1 . .
la successié (ay,) és monodtona convergent i la série y <§ €s una serle geometrica convergent.

3.6 SERIES DE NOMBRES COMPLEXOS

3.6.1 Si (Z”)neN és una successié de nombres complexos, analogament al cas en que la successié
és real, es pot definir una nova successié (S”)nEN de terme n-ésim definit per

[22] Spn=z0+z1++2z,, neN

El parell de successions (z,), (Sy) s’anomena série associada a la successié (z,) i es designa per

E zn 0 bé Y zp; el nombre z, s’anomena terme n-ésim de la serie i S, suma parcial n-ésima.
n>0

+ oo
El limit de la successié (S,), si existeix, s’anomena suma de la série i s’escriu E Zn-

n=0

Analogament a les successions complexes, es pot relacionar facilment una série complexa
amb dues series reals, ja que si z, = a, + byt,n € N, aleshores la suma parcial n-ésima .S, val

=(ao+ar+ - +an)+(bo+bi+ - +by)i=
= A, + B,

i, en virtut de 2.1.7, la série complexa > z, és convergent si, i només si, ho sén les séries reals
ST an 1> by; a més, es compleix

+oo +oo +oo
[23] D= an+ (D bn)i
n=0 n=0 n=0

3.6.2 El concepte de convergéncia absoluta és valid també per a les séries de nombres
complexos: es diu que la série Y z, és absolutament convergent, si la série Y |z,|, que és
real 1 de termes positius, és convergent. La convergéncia absoluta de la série complexa y _ z, es
pot relacionar amb la de les séries reals > a, 1> by.
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3.6 Series de nombres complexos 117

3.6.3 Proposicié. Una condicié necessaria i suficient per tal que una série complexa
>z = Y (an + bpi) sigui convergent, és que les séries reals Y a, 1 > b, siguin absolutament
convergents.

Demostracio:

Sia, = Rz, 1 b, = Fz, es sap que es compleix
lan] < 2|1 |ba] < 2|, n €N

Per tant, si > |zn| és convergent, aplicant el criteri de comparacié (3.2.3) resulta la
convergéncia de les séries > |an| 1 > |bnl.

El reciproc és immediat, tenint en compte que

1 aplicant novament el criteri de comparacid. [

3.6.4 D’aquesta proposicié es desprén immediatament que si > z,, és absolutament convergent,
aleshores Y z, és convergent. Aixi, doncs, I’estudi de la convergéncia d’una série complexa es
pot fer de dues formes diferents: la primera és a partir de les séries reals corresponents a les
parts real 1 imaginaria del terme n-ésim de la serie; la segona és a partir de la convergéncia
absoluta, especialment si és dificil obtenir les parts real 1 imaginaria del terme n-ésim.

1427 . .
+ Z. El terme n-ésim de la serie és:

b 1 2,
Zn = ap + nl—2—n+2—nl
Per tant la serie considerada és convergent, ja que les séries reals associades sén dues séries
geometriques convergents. La suma de la seérie sera:

+oo +oo
1+21 1, 1 1 .
n=0 n=0 2 2

Per estudiar si la série és absolutament convergent, s’ha de calcular:

f

14 2i
ki ' = \/1+ = o neN

271

|zn| = |

Aplicant ara el criteri de 'arrel, s’obté:

. = 1
[T LA L S
o 2 "2

1 per tant la série és absolutament convergent.
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Capitol 3: Exercicis

1. Si (a,) és una successié de nombres reals,

(o)
a) demostreu que la série E (an — ap—1) convergeix si, 1 només si, la successié (ap)
. n=1
convergeix.

(o)

b) demostreu que E (an —an_1) = —ap + lim a,.
1 n—o00
n=

: : o= In (T4 5 (14
c) fent servir els apartats anteriors, sumeu la série nz_:z nn(1<1(1 ") lg)(n(—l— 1):3_)1

P
2. Si R(x) és una funcié racional (és a dir, R(z) = (2) on P(z) i Q(x) sén polinomis),

Q(x)
digueu com és la serie Z R(n) segons els graus dels polinomis P i @, fent servir els resultats

n=1
coneguts sobre la série harmonica.

3. Discutiu si sén convergents o no les séries:

S S
b) 2_31271_1; m) Z_:l—n;

= 1 = n
2 ;2”—71’ n) ;(471—3)(471—1)’
a3 o 3 2
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3. Exercicis 119

n=2 n(n_l) n=1
f) Zne_"Q; qa) Ze_n2§
n=1 n=1
< pl - 2n — 1
9% 0 L

n=2 (hl n)n’ n=2 nl
N | 35T (2n+1)
u )
j) ;n(lnn)z’ ) ;2 4.6 (2n+2)
k) i 1 00 . 1 n—1
n=1 77,3 + 1’ V) nZ::l ! g
© n g
4. Daiscutiu, segons el valor del nombre real a, la convergéncia de Z a :
n
n=1

5. Demostreu la convergencia de les séries seguents, 1 calculeu-ne la suma:

1 o) Z(_l)n_l Zn+1

?) n(n—l); n(n+1)’

]2

=3
I
N

1 . —  (=D"(n*+1)
(2n—1)(2n + 1)’ b) Z:22712(71—1)(71—1—1)’

1 = 2
77,2—1; 1) 2371—1;

=
Nk

3
1
-

)
Nk

n=2 n=1
> n =, on 4 30
d ; ;
) ;(n+1)(n+2)(n+3) ) ; 6n
s 2n+1 s M4+ n24n

Vn+1l—n ) e +
T Vni4n ’ — (e +m)n

ot
Nk

n
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120 3. Seéries numeériques

oQ

6. Fiteu 'error que es comet en aproximar e = E — per la suma dels N primers termes.
n!
. n=0 .
Calculeu, en particular, aquesta fita quan N = 10. Quants termes cal sumar per obtenir una
aproximacié amb un error menor que 107197

7. Trobeu a, b, 1 ¢ de manera que per a tot n > 3 es compleixi

n3_ a n b n c
n! (n—1!" (n=2)1 " (n—3)V
i calculeu 1 dl"oo"Sb _y
1 calculeu la suma de la Sserie sta ent quee_zm.
n=1 n=0
8. Sabent il ~ il lculeu 1 d
. apen ue — = — 1 que — = € calculeu la suma de:
a n:1n2 6 a n:On! ’

— 1 o~ n+2
a) Zm, c) Zm,

n=1 n=2
> 1 “ ni4+n+1
b _ d _—
) ;n(n—l—l)z’ ) HZ::l n!

9. Discutiu si sén convergents o no les seéries seguents i, si ho sén, establiu quin tipus de
convergéncia tenen (absoluta o condicional):

b) Z(_1;+; 0 S (- >"1inz;
VI AR
) LG D e

10. Demostreu que la série > (—1)" 5 1 és convergent. Estimeu ’error comeés en aproximar
n—

la seva suma per la suma parcial Sg. Quina suma parcial s’ha de fer per tal d’assegurar un
error més petit que 10737
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11. Quants termes s’han de sumar de les séries seguients, a fi d’obtenir el valor de la seva suma
amb un error menor que 10757

12. Calculeu, amb un error més petit que una millésima, les sumes de les séries

(" (~1)"
ZQ”(n—I—l) ' Zn(n+1)'

13. Estudieu la convergeéncia i la convergencia absoluta de:

sin( 1/n )

Mg

n( lnn lnlnn)

M

n=3

S 1/2 —1)"(3/2) 3 D"
n+1)/2) ’ annn J(Inlnn)?

— n=3

iM

oQ oQ oQ
14. a) Demostreu que si les séries E az i E b2 convergeixen, aleshores la série E anby, és
n=1 n=1 n=1
absolutament convergent.
oQ

b) Fent servir I’apartat anterior, demostreu que si la série E a? convergeix, aleshores la

n=1
%]

A an -, .
serle E — també convergeix.
n

n=1

Up

14+ u,

15. Si E u, és una serie de termes positius divergent, demostreu que la série E

també divergeix.
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122 3. Series numeriques

16. Donada una série de nombres reals positius, E Zp, es defineix una nova serie, E Yn, ON
n>1 n>1
Tn

R

Yn =

Proveu que ambdues séries tenen el mateix caracter.

17.  Si (z,) és una successié decreixent de nombres positius, proveu que la série E xy 6
n>1
convergent si, 1 només si, la serie E 2" 9w és convergent.
n>1

Aquesta propietat es coneix amb el nom de criteri de condensacié de Cauchy. Apliqueu-la
per estudiar el comportament de les séries que tenen per terme general:

o
"7 n(lnn)e’
_ 1
n = n(lnn)(In(Inn))*’

on « és un nombre real arbitrari.

18. Si (@ )n>0 és una progressié aritmetica de diferéncia d (és a dir, a, = ag + nd) i (bn)n>o0
(o)

una progressié geométrica de radé r < 1 (és a dir, b, = byr™), proveu que la série E aﬁbn és
I n=0
convergent per a tot enter positiu k.

(o]
19. Demostreu que si E a, convergeix absolutament i (b,) és una successié fitada, aleshores

n=1
%]

la serie E a, by, convergeix absolutament.

n=1
oQ oQ a2
20. Demostreu que si E a, és absolutament convergent, aleshores la série E —"2
1+a
n=1 n=1 n
és absolutament convergent. Apliqueu el resultat anterior per demostrar que la seérie
sin?n 3
E ——— ¢és convergent.

4 in2
- 4+ sin“n
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21. Calculeu la suma de les superficies dels rectangles Ry, R1, Ro, ..., on Ry és el rectangle de

145

de costat el més petit de R,,_1.

costats 1 1 , 1 Ry és el rectangle que s’obté en suprimir del rectangle R,_; el quadrat
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Capitol 3:  Guia de Referéncies Bibliografiques

[Ap]

[Di]

APOSTOL, T.M.
Andlisis Matemadtico.

Tot 1 que 'ordre en la presentacié del tema no és exactament el mateix que el d’aquest
capitol, aquest és un bon text per a la consulta 1 ampliacié de coneixements. El capitol 8
(“Series infinitas y productos infinitos”) inclou, a més del que s’ha explicat aqui, aspectes
referits a séries de nombres complexos, un breu tractament de les séries parcials, ’estudi
de la convergencia de les seéries dobles 1 les reiterades 1 una introduccié a la teoria dels
productes infinits.

DIXMIER, J.
Matem4ticas Generales.

Aquest llibre tracta conjuntament les séries numeriques 1 les series de funcions, en el capitol
39. Comenca pels conceptes generals 1 operacions elementals amb series; a continuacié
es tracten les séries de termes positius i la convergéncia absoluta (estudiada amb certa
extensid). Es dedica un apartat a I’estudi del producte de séries i finalment s’estudien les
series alternades. Els exercicis sén interessants 1 de nivell alt.

GUZMAN, M. DE i B. RUBIO
Andlisis Matemadtico.

Aquest llibre esta estructurat d’una forma una mica atipica, perd la seva lectura pot ser
forga interessant per ’estudiant. El capitol 2 tracta les séries numériques (junt amb les
successions); se n’estableixen les definicions basiques i alguns exemples interessants. El
capitol 3 dedica un apartat a les séries convergents, especialment les de termes positius. El
capitol 4 tracta alguns métodes de sumacié 1 la formula de sumacié d’Abel. Els exercicis
proposats estan forca ben seleccionats.
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[Li]

[Or]

LINES, E.
Principios de Andlisis Matemadtico.

El tema de les séries de nombres reals s’aborda als capitols 9 (“Series numéricas”) i
10 (“Convergencia absoluta y producto de series”). Com és norma d’aquest autor, el
tractament és rigoros, detallat 1 complet. La presentacié esta estructurada de forma
semblant en la d’aquest capitol 1, a més, la situacié relativa del tema dins el conjunt
de D’obra és la mateixa.

ORTEGA, J.M.
Introduccié a I’Analisi Matematica.

El capitol IX (“Séries numériques”) té un esquema semblant al d’aquest capitol. Tanmateix,
la seva insercié dins el conjunt del text és diferent, 1 en consequeéncia presenta certes
diferéncies. Per exemple, exposa el criteri que relaciona la convergéncia de certes séries
amb la convergencia d’integrals impropies, que aqui no es tracten fins al Capitol 12. Sén
interessants els apendixs de metodes de sumacié 1 de productes infinits. Destaquen també
els exercicis, ben seleccionats 1 que complementen molt bé els diferents temes.

SPIVAK, M.
Calculus.

Tal com és habitual en aquest autor, el tractament de les séries numeriques, que fa al
capitol 22, és molt entenedor. Tot 1 que no és molt complet, la seva lectura pot ser un
bon complement a aquest capitol, respecte del qual presenta algunes diferéncies, degudes
essencialment a les relacions que estableix amb les funcions, que ha estudiat previament.
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