3ESO – Materials

Departament de Matemàtiques

IES – JMª Quadrado - Ciutadella


1. Els Nombres.

Al llarg de la història l’home ha utilitzat nombres per contar, per mesurar i fer previsions. Durant el curs veuràs diferents tipus de nombres i també tota una sèrie d’operacions possibles amb ells. Començant per les mesures senceres, passant per les racionals que ja utilitzaren els grecs per mesurar longituds i acabant amb tot tipus de nombres reals on la seva part decimal moltes vegades no és totalment coneguda.

Els Naturals.

· Els nombres naturals 1, 2, 3, 4,….15 serveixen per comptar i per ordenar. Naturalment n’hi ha infinits i per diferenciar-los d’altres nombres els agrupem a un conjunt que diem N.

Així  N = {1 , 2, 3, 4, 5, 6, …..1200, …}

· Normalment intentem establir sempre un ordre entre els nombres. Aquella quantitat és més gran que…, jo tenc més anys que tu, …etc.

Hi ha una notació estàndard per indicar que 17 és més gran que 12, per exemple.

Així  17 > 12 o també s’escriu  12 < 17.

Altres exemples :

a) 20 + 3  < 20 + 4

b) 24 monedes de 5 Pts donen una quantitat  <  15 monedes de 100 Pts.

· Podríem dir també que els naturals son la suma dels parells i dels imparells. Dit d’una altra manera  {2, 4, 6, 8,….} més {1, 3, 5, 7, 9,….} ens dóna el conjunt de tots els naturals.

Fixat per exemple que fent  2*N + 1 , i agafant diferents valors de n, ens dona sempre un nombre senar (imparell).

N=3    2n+1 =  7

N=5    2n+1 = 11

….

Prova tú mateix de cercar altres imparells d’aquesta manera.

· Els nombres Parells també es diuen múltiples de 2 donat que s’obtenen multiplicant qualsevol nombre x 2.
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En Matemàtiques per abreviar de vegades escriurem  

· Els múltiples de 3 també tindrien una notació semblant. Així
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{ 3, 6, 9, 12, 15, …. 30…}

Múltiples i divisors.

De fet observem que la majoria de nombres naturals s’obtenen a partir de nombres més petits. Vegem uns exemples:

2 = 1+ 1

12 = 1+1+1+1+….12 vegades.

15 = és el resultat de sumar el nombre 5 exactament 3 vegades = 5 + 5 + 5

En definitiva, molts naturals són nombres compostos i per tant la majoria tindrà una descomposició. A nosaltres ens interessa la descomposició factorial. Consisteix en escriure el nombre com a producte de potències de nombres primers.

Així 12 = 3·22
Els primers seràn aquells nombres que no tenen divisors més que 1 i ell mateixos. Són primers els 3, 5, 7,13…31.

A la pàgina 24 tens una taula de tots els primers menors que 100.

Criteris de divisibilitat.

A la pàgina 25 tens una taula dels criteris més coneguts per mirar quan un nombre és divisible per 2, 3, 5, 9 i per 11.

De tota manera, sempre queda el recurs de la calculadora. Un nombre és divisible per un altre quan el resultat de la divisió és sencer.

Però, per què ens interessa això dels múltiples i divisors ? Pensa en el següent exemple:

· La Marta és representant d’una marca comercial de begudes i ens diu que passarà pel nostre restaurant cada 6 –dies. Avui som dia 5 de Març i el 2 d’abril tenim un sopar per 250 persones encomanat. Voldríem saber quin serà la ultima comanda que farem a la Marta abans del sopar.

Nota: Ahir mateix va passar la Marta i li vam encomanar 12-caixes de cervesa San Miquel i 3-barrils.

· Fem comptes :

4 + 6 = dia 10 de Març

10 + 6 = dia 16 …+6 = dia 22 de Març + 6 ..= dia 28 de Març.  Quants dies té el Març?

· Els nombres primers han jugat un paper important al llarg de la història. A la actualitat s’empren per exemple per xifrar tot tipus de missatges digitals a les telecomunicacions, a les transaccions bancàries a través d’Internet. La clau de xifrat és de vegades el producte de nombres primers molt grans i els potents ordinadors necessiten molt temps per trobar-la.

Et proposem 2 activitats relacionades amb els nombres primers:

1) distribueix els nombres en forma d’espiral tal com veus al gràfic de baix .. Fes el gràfic tan gran com puguis. Fixat en el files, columnes i diagonals. Veuràs que estan plenes de nombres primers. Podríem dir que caminant en la direcció de certes diagonals trobes “filons” de primers.
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2) Una manera de trobar nombres primers grans consisteix en fer p1·p2·p3·p4…+1 Els nombres p1,p2, p3…han d’ésser nombres primers consecutius i no n’has de deixar cap.

Així :

2·3 +1 = 7

2·3·5 +1 = 31

2·3·5·7 +1 = 211

Et proposem que trobis així al menys 4 nombres primers més grans que 1000.

· La descomposició factorial dels nombres és factible a ma quan no son molt grans. Et proposem que ho provis amb els nombres 16, 25, 48 i 60.

Així 36 = 22 · 32
Múltiples i divisors.

La majoria de nombres tenen múltiples i divisors. Naturalment els primers no tenen divisors propis. En canvi, tots els nombres tenen múltiples, i de fet, tants com vulguem.

· M.C.D. ( 24, 6 ) = factors comuns d’exponent més baix = 3·2

· M.C.M. ( 7 , 15 ) = tots els factors amb exponent més gran. = 7·3·5

· Et proposem que els cerquis pels nombres 420 i 148.

· De vegades no és senzill veure si un nombre té divisors. Fins i tot els ordinadors més potents necessiten temps per determinar si un nombre és primer. (Naturalment quan els nombres són grans)

De fet, a l’hora de provar divisors d’un nombre només cal que ho provem per aquells primers < que la seva arrel.

Per exemple, volem saber si el 323 és primer. 

- Fem (323 ( 17’97..

- Agafem tots els primers fins el 17: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17

- Si el nombre no és divisible per cap d’ells podem garantir que és primer.

· Et proposem que estudiis tu mateix si son primers o no els nombres 211, 3943 i 923.

Activitats Clic.

El programa Clic ja fa temps que es distribueix als centres de Catalunya i Balears. Molta gent ha desenvolupat activitats i materials de quasi bé qualsevol àrea o tema que us pugeu imaginar.

· Us proposem aquí que completeu el paquet d’activitats anomenat “Divisibilitat” dins l’aula Informàtica del vostre Centre.

Exercicis.

1. Inserta el signe < (menor que) o  > (major que) segons correspongui:

a) 12    15

b) 7     2

c) 93   101

d) 55        23

2. Troba tots els múltiples de 13 compresos entre el 400 i el 450.

Ex. 13 · 31 = 403

3. Troba tots els divisors de 150 dins els conjunt {1,2,3,4,…..14}

4. Situa els nombres 36, 218, 312, 3330, 216, 3000, 424, 2320 a la columna del divisor més gran que trobis.

2
3
4
5
6
9
10
100







3330
3000

5. Dóna una definició de nombre primer. Quants n’hi ha ?

6. Calcula amb les regles vistes a l’aula el :

· M.c.d. ( 720, 440 )

· M.c.m. ( 66, 99 )

7. Dos ciclistes parteixen el mateix moment i donen voltes a una pista circular en el mateix sentit. Un d’ells tarda en donar una volta 6 min. I l’altre 8 min. Quant temps estaran en tornar-se a trobar? Quantes voltes haurà donat cadascun? 

Nom:
Data:

Nombres naturals i divisibilitat.

1. Ordena les següents sèries de nombres fent servir els símbols  <, > :

a) 12, 15, 7

b) 8, 15 , 2

c) 93, 99, 9

2. Troba la descomposició factorial dels nombres proposats baix.

Ex. 91 = 7 ·13

a) 1224

b) 111

c) 1236

3. Cerca el m.c.d. i el m.c.m. dels nombres 720 i 440

4. Troba tots els divisors de 15 i 16. Podríem dir que no tenen divisors comuns ?

Quin és el m.c.m.?

5. Estudia si els nombres 133 i 421 són primers. Explica amb detall el procés que has seguit per saber-ho.

Ex: Per estudiar si el nombre 1327 és primer, fem ( 1327 ( 36,42… i per tant provem tots els primers que trobem fins el 36.

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31

Comprova finalment el càlcul:

22 · 3 · 5 · 7 = 421

Els nombres enters.

Al llarg de la història l’home té la necessitat d’emprar nombres negatius. Tant per indicar el sentit del deute com per exemple el sentit de moviment al pla.

Vegem per exemple un típic gràfic de punts al pla emprant un sistema de coordenades:
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Podríem dir que el zero neix també del fet d’afegir els nombres negatius:

1 + (-1) = 0

Els enters són el resultat de juntar tots els naturals, el zero i els negatius. Anomenem generalment Z aquest conjunt de nombres.

Z = { …..-4, -3, -2, -1, 0 } U { 1, 2, 3, 4, ….} = tots els enters.

Operacions.

Les operacions de sumar, restar i multiplicar enters són conegudes. Comentem breument 2 propietats importants : la associativa i la distributiva.
Suma  +

Resta  - 

Producte ·   

Els símbols que apareixen a la dreta seran els més emprats. 

La suma i la resta, són de fet la mateixa operació, donat que per exemple :

3 – 5 = -2  
La resta de 3 i 5 dona –2.

3 + (-5 ) = -2
La suma de 3 amb el negatiu –5 dóna –2.

Associativa.

2 + (3 + 5) = 2 + 8 = 10  dóna el mateix resultat si situem el parèntesis al principi.

( 2 + 3 ) + 5 = 5 + 5 = 10

Distributiva.

4·(3 + 5) = 4·3 + 4·5

(2 + 7 )· 3 = 2·3 + 7·3 

· El model de l’esquerra val per qualsevol terna de nombres enters.

· Quan té sentit aplicar-la? De fet el cas més clar es quan intervé una variable a la operació aritmètica.

Ex:  3 ·( a + 1) =  3·a + 3

Fixat que ara no tenim un resultat numèric de la operació aritmètica fins que no donem un valor a la variable a

· De vegades l’apliquem per treure factor comú, quan per exemple un conjunt de nombres tenen el mateix divisor:

12 + 16 + 24 = 4· (3 + 4 + 6) = 4·13 = 52

· Et proposem que intentis els exercicis 37, 38 , 39, 40, 41 i 42 de la pàgina 36 del llibre Anaya.

Exercicis.

1. Fes els càlculs respectant l’ordre dels parèntesis i les propietats vistes a l’aula.

a) ( 5- 3 )·(7 – 4) + 2·( 3·(6 – 2) ) = 

b) 9 – 2·3 =

c) (15 – 35)·(14 – 4) + 11 =

d) 2·8 + 4·[ 2 +3·(11-3) ] =
2. Calcula de 2-maneres diferents les operacions:

a) 7·(8 + 4) =

b) (6 +2 )·(4+5) =

c) ( 8 + 5 )·( 9 – 4 ) = 

3. Aplica la propietat distributiva i agrupa els termes semblants.

a) 3·( 4 + 5x) =

b) (5 + a)·(2 + a) =

c) (3 + 2x )·( 4x + 1)=
4. Treu el factor comú convenient i calcula després el resultat.

a) 12 + 16 + 40 = 4· (3 + 4 + 10) = 4 · 17

b) 28 + 36 – 44 =

c) 2a + 5a + 12a = 

d) 14x – 10x + 5x =
5. Comprova que si multipliques els 2 membres d’una desigualtat per un nombre positiu continua essent certa.

Ex:  7 >  4   Ara si multipliquem per 3 a cada membre obtenim:

21 > 12

Estudia tu mateix que passaria si multipliquem per un nombre negatiu. Posat tu mateix exemples com el de baix:

4 < 9  Però si multipliquem als 2-membres per (-1) , llavors  - 4 < - 9 ?

6. Et proposem els exercicis opcionals de la pàg. 37 del llibre Anaya, nombres 56, 58 i 60. Aquells alumnes amb més dificultats poden fer només els més bàsics de la unitat didàctica.

2. Racionals, potències i decimals.

La unitat didàctica aprofundeix en els nombres, en les diferents notacions d’un mateix resultat numèric i també en l’ús de la calculadora amb els decimals, les potències i els nombres grans i petits.

Potències.

Recordem la definició quan l’exponent és enter,  2n =2·2·2...(n-vegades)

Exemples:

1. 25 =2·2·2·2·2= 32

2. 34 =3·3·3·3= 81
Quan la base és negativa (el nombre que cal elevar a un exponent) pot presentar problemes el signe del resultat. Vegem:

1. (-2)3 = (-2)· (-2)· (-2) = - 8

2. (-3)4 = (-3)· (-3)· (-3)· (-3) = 81
Fixat que el signe (+) o  (-) del resultat dependrà del nombre de vegades que multipliquem la base. En general funciona la regla:

· Exponent parell = resultat (+)

· Exponent senar = resultat (-)

Ara només cal resoldre 2-petits dubtes:

1. Què passa quan l’exponent és zero ?

2. I quan l’exponent és negatiu, quin sentit té ?

La primera pregunta té una resposta lògica, donat que a tot producte podem posar la unitat, aquest ha d’ésser el resultat.

La segona és conseqüència del fet que podem sumar exponents quan tenim la mateixa base. Vegem:

23 · 24 = (2·2·2·) · (2·2·2·2) = 27

Llavors per coherència, per exemple  22 · 2(-2) = 2 (2 –2) = 20  . Si pensem una mica la potència negativa haurà d’ésser l’invers de 22. Resumint tot el que s’ha dit tenim les propietats de la pàg. 45 del llibre.

Propietats.

1. 2m · 2n = 2m+n

2. (2m)n = 2m·n
3. 20 =1 

4. 2-n = 1/2n
Si canvieu la base 2 per qualsevol altre nombre positiu les propietats també es compleixen. A la pàg. 45 s’ha canviat la base 2 per un nombre qualsevol a, positiu.
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La calculadora disposa de la tecla xy per calcular potències d’exponent sencer. Practica tu mateix amb  alguns exemples senzills dels que ja coneguis els resultats.

Així  25  = 2 xy 5 = 32. Cal vigilar perquè els resultats poden ser grans quan augmentem l’exponent. Fixat en els càlculs que tens proposats en els exercicis de baix

Exercicis.
1. Practica una mica amb les potències.

a) Escriu en forma de potència 100, 1000, 0’000001

b) Escriu en forma de potència els nombres 32, 1024, ½  i  1/16.

c) Calcula 183, 346 i 398. Què en penses dels resultats ?

2. El càlcul  20.000.000 · ( 1 + 0’065 )10  ens calcula el capital final al cap de 10 anys d’una inversió de 20 milions col·locada al 6’5% de rendibilitat anual.

Podries fer un càlcul semblant per calcular el capital final al cap de 15 anys ?

3. Si l’IPC que ens indica la pujada dels preus en mitja durant un any econòmic es mantingués constant al llarg de 5 anys al voltant d’un 2’7%, tindríem:

1 cafè amb llet  175 Ptes. --> l’any vinent  175·(1’027)  --> l’altra  175·(1’027)2 ...

1 cervesa  225 Ptes.        -->   l’any vinent  225·(1’027)  --> l’altra  225·(1’027)2  ..
i així durant els 5 anys que l’IPC fora constant.

Podries calcular els preus d’aquests articles al cap de 5-anys ?

Gràfic.

· Típica gràfica de les potències senceres d’un nombre.

· Els exponents apareixen a l’eix OX.

· Els resultats de les diferents potències apareixen en notació mantissa + exponent donat que els resultats aviat són força grans.
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